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 ال هداء

اٌغٕٛاد اٌط٠ٍٛخ ِبصاي ٌذلاٌخ رٍه  اٌٝ اٌغٕذ اٌؼز١ك ٚالأِبْ اٌؾم١مٟ اٌزٞ سغُ ِنٟ

ثؼذ٘ب )لذٚرٟ   ١ئب  لاثبء اٌٝ إٌؼّخ اٌزٟ لااؽزبط ؽإٌىٙخ الأٌٚٝ إٌىٙخ اٌزٟ لا٠قٕؼٙب الا ا

 أثٟ اٌغبٌٟ(

أٔزظبس .ٌٍؾٕبْ اٌلاِؾشٚه ٌٍٚقجش  ٚٔمقبْ  ٚدْٚاٌٝ اٌزٟ ِبصاٌذ رؼطٟ دْٚ رٛلف 

 ّٙزٟ أِٟ اٌؼض٠ضح(.اٌّزؾؼت أذِ ِؼٕٝ إٌؼّخ الا١ٌٙخ اٌؾم١م١خ )ٍِ

 دِزُ ٌٟ ؽجب  ٚػٛٔب  ٚدػبء......

وٍّب مبلذ ثٟ اٌذ١ٔب ٚاٌٛعخ الأخش ٌٍؾت اٌزٞ لا٠ّٛد  ٗاٌٝ ٚهٕٟ اٌقغ١ش اٌزٞ أٚٞ ا١ٌ

 )أخزٟ . أخٟ . ػّزٟ (

اٌغ١ٕٓ اٌؼغبف عؾبثب   فِٟٓ وبٔٛا  ،اٌٝ سفبق اٌخطٛح الأٌٚٝ ٚاٌخطٛح ِبلجً الأخ١شح 

 ِّطشا  "أٔب ِّزٕخ"  )فذ٠مبرٟ(

اٌٝ اٌز٠ٓ عطشٚا ثذِبئُٙ أسٚع ٚأٔقغ ففؾبد اٌّغذ ٚاٌزنؾ١خ ٚاٌؼطبء )ؽٙذاء 

 اٌؼشاق ع١ّؼب (.

 ا٘ذٞ ٌُٙ ٘زا اٌغٙذ اٌّزٛامغ

 

 هانثاحخ



 

 

 شـكش وتقذَش

 ٗأٔؼُ ثٗ ػٍٟ ِٓ فنٍاٌؾّذ لله ػٍٝ ِب .ػٍُ الأٔغبْ ِبٌُ ٠ؼٍُ .اٌؾّذ لله اٌزٞ ػٍُ ثبٌمٍُ 

اٌخ١ش اٌىض١ش ٚاٌؼٍُ اٌٛف١ش ٚأػبٕٟٔ ػٍٝ أٔغبص ٘زا اٌؼًّ اٌزٞ أؽزغجٗ ػجبدح ِٓ اٌؼجبداد 

عؼٍٙب الله خبٌقٗ ٌٛعٙٗ اٌىش٠ُ ٚاٌقلاح ٚاٌغلاَ ػٍٝ أؽشف الأٔج١بء ٚاٌّشع١ٍٓ ٔج١ٕب محمد 

 .أعّؼ١ٓ  ٗٚفؾج ٗٚػٍٝ آٌ

 .أِب ثؼذ

ِؾزبق وش٠ُ ػجذ اٌشؽ١ُ )اٌٝ الاعزبر اٌّغبػذ اٌذوزٛس أرمذَ ثخبٌـ اٌؾىش ٚٚافش الاِزٕبْ 

ٌٟ ِٓ ػٍُ ٔبفغ ٚػطبء ١ِّض ٚإسؽبد  ٌٟٗ ؽشف الإؽشاف ػٍٝ سعبٌزٟ ٌّٚب لذِ ٌّٕٗؾ( 

ِٓ عٙذ ِزٛافً ٚٔقؼ ٚرٛع١ٗ ِٓ ثذا٠خ ِشؽٍخ اٌجؾش ؽزٝ  ٗٚػٍٝ ِب ثزٌ.ِغزّش 

ِٖ اٌشعبٌخ   .ٗػٕٟ خ١ش اٌغضاء ٚعؼً رٌه فٟ ١ِضاْ ؽغٕبر فغضاح الله.إرّبَ ٘ز

وّب ارمذَ ثأعّٝ ػجبساد اٌؾىش ٚاٌزمذ٠ش اٌٝ الأعبر١ز اٌفنلاء سئ١ظ ٌغٕخ إٌّبلؾخ 

 .ٚأػنبئٙب اٌّؾزش١ِٓ ٌزفنٍُٙ ثمجٛي ِٕبلؾخ اٌشعبٌخ 

وّب ٠ذػٟٛٔ ٚاعت اٌٛفبء ٚاٌؼشفبْ ثبٌغ١ًّ اْ أرمذَ ثغض٠ً اٌؾىش ٌغ١ّغ أعبرزرٟ 

اٌز٠ٓ ٚ٘جٟٛٔ ػٍُّٙ فٟ ِذح دساعزٟ فٟ  (عبِؼخ وشثلاء )لغُ الأؽقبء اٌفنلاء فٟ 

  .اٌغبِؼخ ٚاٌز٠ٓ ػٍّٛا عب٘ذ٠ٓ ػٍٝ رؾم١ك اٌشلٟ اٌؼٍّٟ ٌغ١ّغ اٌطٍجخ

ٌٟ ِٓ ِغبػذح وج١شح  ٌّٗب لذِ( ثؾبس خبٌذ ػٍٟ)وّب أرمذَ ثبٌؾىش ٚاٌزمذ٠ش اٌٝ الأعزبر 

 .ؾخ ٚاٌّٛفم١خ ِذح أٔغبص اٌشعبٌخ ِز١ّٕخ ٌٗ دٚاَ اٌق فٟٚدػُ 

ثٛافش اٌؾىش اٌٝ ع١ّغ صِلاء ِشؽٍخ دساعخ اٌّبعغز١ش ػٍٝ ِغبػذرُٙ ٌٟ  ٗٚأرٛع

 .فغضاُ٘ الله خ١ش اٌغضاء ٚارّٕٝ ٌُٙ اٌّٛفم١خ 

أعٙبِخ ٗ اٚ وبٔذ ٌ.اٚ لذَ ٌٟ ٔق١ؾخ . ٌٚىً ِٓ ِذ ٌٟ ٠ذ اٌؼْٛ اٚ أعذٜ ٌٟ ِؼشٚفب  

 .ِٕٟ خبٌـ اٌؾىش ٚاٌزمذ٠ش  ٗفغ١شح اٚ وج١شح فٟ أٔغبص ٘زا اٌؼًّ فٍ
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 ًختصشاخ قائًح ان

 Mean المعنى  الرمز
PDE  المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة Partial differential equation 

ML  الامكان الاعظم Maximum likelihood  
GP  العملٌة الكاوسٌة Gaussian process 

SB  ًبٌز القٌاس Standard Bayes  

MC  كارلو -مونت Monte-carlo 
BFGS  فلٌشر  -خوارزمٌة بروٌدن   Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno 

C.D.F  دالة الكثافة التجمٌعٌة Cumulative density function 

Bias التحٌز Bias 
Rase  الأخطاء الجذر التربٌعً لمعدل مجموع

 التربٌعٌة 
Square roots of average 
squared errors 

SD  الانحراف المعٌاري Standard deviations 

CP فترة الثقة Confidence intervals 
UL  الحد الاعلى Upper limit  

LL  الحد الادنى Lower limit  
βVT  ًالحمل الفاٌروس Viral load 

 

 



 اٌّغزخٍـ

 

 
 ط 

 

  ًغتخهصان

اٌٝ رمذ٠ش ِؼٍّبد  اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ار رّذ دساعخ ثؼل أٛاػٙب ٚرق١ٕفبرٙب  اٌذساعخ رغؼٝ

، هش٠مخ ث١ضاٌم١بع١خ(، ، اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚرمذ٠ش ِؼٍّبرٙب ثضلاس هشائك ٌٍزمذ٠ش)هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ 

ٌٚغشك اٌّمبسٔخ ث١ٓ هشائك اٌزمذ٠ش ٌّؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ فمذ رُ رٛظ١ف اعٍٛة  

لإعشاء ػذح رغبسة ثزغؼخ أؽغبَ ِخزٍفخ )فغ١شح، ِزٛعطخ، ( Monte Carloِؾبوبح ِٛٔذ وبسٌٛ )

( ٚػٓ هش٠ك اٌّؼب١٠ش الاؽقبئ١خ 0.01 ،0.05، 0.09)( White Noise)ٚوج١شح( ٚػٕذ ِغز٠ٛبد 

( ٚاظٙشد إٌزبئظ افن١ٍخ هش٠مخ ، ٚفزشح اٌضمخ، الأؾشاف اٌّؼ١بسٞ الاسثؼخ )اٌزؾ١ض ،اٌغزس اٌزشث١ؼٟ 

 ثئخزلافث١ض اٌم١بع١خ فٟ ؽغبة ِمذساد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ػٕذ اؽغبَ اٌؼ١ٕبد اٌقغ١شح 

بْ الاػظُ ر١ٍٙب اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ػٕذ اٌؼ١ٕبد اٌّزٛعطخ ٚاٌىج١شح ِغزٜٛ اٌزؾ٠ٛؼ ٚرفٛق هش٠مخ الاِى

( فمذ رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ 0.09ٚ  0.05( اِب ػٕذ ِغزٜٛ اٌزؾ٠ٛؼ )0.01ػٕذ ِغزٜٛ اٌزؾ٠ٛؼ )

 اٌىبٚع١خ ػٕذ اؽغبَ اٌؼ١ٕبد اٌّزٛعطخ ٚاٌىج١شح .

( ١30خ  ػٍٝ ث١بٔبد ؽم١م١خ ثٛالغ )ٚهجمذ اٌطش٠مخ اٌفنٍٝ فٟ  ٔزبئظ اٌّؾبوبح  ٟٚ٘ هش٠مخ ث١ض اٌم١بع

ِؾب٘ذح رّضً و١ّخ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٚػلالزٙب ثفب٠شٚط وٛسٚٔب ٚلذ رُ اصجبد افن١ٍخ هش٠مخ ث١ض اٌم١بع١خ 

رطبثمذ هش٠مخ ث١ض اٌم١بع١خ فٟ رّض١ً اٌج١بٔبد ثؾىً دل١ك ٚفؾ١ؼ  ٚلذ ٚعذٔب اْ ِؼذي رغ١ٕذ  إر

خ١ٍخ ( 11.86712جت الاعزغبثٗ الاٌزٙبث١خ فٟ اٌشئخ ١ِٛ٠ب  ٠جٍغ )اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ اٌٝ ِٛلغ الافبثخ ثغ

( ٚاْ ِؼذي ػذد اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٚاٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ Covid -19ثـ)ٌٚغ١ّغ اٌّشمٝ اٌّقبث١ٓ 

 ٌٚغ١ّغ اٌّشمٝ .خ١ٍخ  (  3556اٌّقبثخ ثبٌفب٠شٚط ثٍغ )



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ِٕٙغ١خ اٌذساعخ                                                                                          اٌفقً الاٚي
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 انفصم الاول

 حيُهزُح انذساع

                                        Introductionانًقذيح  1-1

 ثٟؽقبء ِٓ دٚس ُِٙ ٚلإس٠بم١ب  ٌفُٙ ػبٌّٕب ٚٔظشا  ٌّب ٌؼٍُ ا اعٍٛثب  اٌزوبء الافطٕبػٟ  ٠ؼزجش

ْ ػٍُ الاؽقبء ٘ٛ فشع ِٓ فشٚع اٌش٠بم١بد ٘زا ٠ّىٕٕب ِٓ أٚثّب  ‘َرطج١مبد ٚاعؼخ فٟ ؽزٝ اٌؼٍٛ

الاؽقبء ٚاٌش٠بم١بد ِؼب  ٚرُ اٌؼًّ فٟ ٘زٖ  اٌذساعخ ػٍٝ رمذ٠ش  ِٛمٛػبد اٌؼًّ ػٍٝ اٌذِظ ث١ٓ 

 Differentialظٙش ِفَٙٛ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ )إر اٌّؼٍّبد ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

Equations ػبِخ فٟ ثذا٠خ اٌمشْ اٌغبدط ػؾش ٚرطٛسد ِٛمٛػبد اٌّؼبدلاد  ح( ثقٛس

اٌزفبم١ٍخ ثغشػخ فبئمخ ٌىضشح رطج١مبرٙب ٚاسرجبهٙب اٌّجبؽش ثؼذد ِٓ فشٚع اٌش٠بم١بد ِضً 

(Differential Calculation ) ٚغ١شٖ ٚرىْٛ ثٕٛػ١ٙب اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ ٚاٌّؼبدٌخ

اٌشعبٌخ ٘ٛ إٌٛع اٌضبٟٔ ٟٚ٘ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ  ِٖ اْ ِؾٛس اٌذساعخ فٟ ٘ز إرا اٌغضئ١خ  اٌزفبم١ٍخ

اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ  اعزؼّبي  رُ فمذ (PDF) (Partial Differential Equationsاٌغضئ١خ )

ع١ذح ؽمب  فٟ ٚفف اٌزغ١ش ػجش اٌّىبْ ٚاٌضِبْ  ٚرؼذاٌغضئ١خ فٟ ِغبلاد ػٍُ الاؽ١بء ٚاٌى١ّ١بء 

ٚٚفف اٌظٛا٘ش اٌف١ض٠بئ١خ ٚرغزؼًّ ٌّٕزعخ وً ِٓ ِذاساد اٌىٛاوت اٌٝ اٌقفبئؼ الاسم١خ اٌٝ 

رط٠ٛش ٘زٖ  ػٍٝ امطشاة اٌٙٛاء ٚرىْٛ ِؼمذح اٌؾً ٚلذ ػًّ اٌجبؽضْٛ ثؾىً ٚاعغ ٚوج١ش 

ػٍٝ اعزؼّبي اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثقٛسح ػبِخ ثغل إٌظش  خػٍّذ اٌذساع إرااٌّؼبدلاد 

ك ؽٍٙب ٚرق١ٕفبرٙب ٚرمذ٠ش ِؼٍّبرٙب ٚأخز١بس افنً هش٠مخ رمذ٠ش ائػٓ أٛاػٙب ٚوزٌه دساعخ ثؼل هش

فقٛي ٠زخقـ الأٚي ِٕٙب ٌّٕٙغ١خ اٌشعبٌخ  خٌٚزؾم١ك ا٘ذاف ٘زٖ  اٌذساعخ فمذ لغّذ اٌٝ اسثؼ

ىٍخ ٚاٌٙذف ٚالاعزؼشاك اٌّشعؼٟ ٌجؼل اٌجؾٛس ٚ اٌذساعبد  راد اٌؼلالخ ٠ٚزنّٓ اٌّمذِخ ٚاٌّؾ

ثبٌذساعخ .فٟ ؽ١ٓ رنّٓ اٌضبٟٔ اٌغبٔت إٌظشٞ اٌزٞ رُ اٌزطشق ف١ٗ ٌجؼل اٌّفب١ُ٘ الاعبع١خ اٌّزؼٍمخ 

ك ؽٍٙب ٚػشك هشائك اٌزمذ٠ش اٌّغزؼٍّخ ٌزمذ٠ش ائثبٌذساعخ )اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ (ٚهش

 Maximum Likelihoodّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٚاٌّزّضٍخ ثطش٠مخ الأِىبْ الاػظُ )ِؼٍّبد اٌ

Method( )MLE( ٚهش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ )Gaussian Process Method()GPM )

( .صُ عبء اٌفقً اٌضبٌش اٌزٞ Standard Bayes Method ( )SBMٚهش٠مخ ث١ض اٌم١بع١خ )

رٕبٚي اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ِفَٙٛ اٌّؾبوبح ٚرطج١ك أعٍٛة ِؾبوبح  خقـ ٌٍغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ ار

 ( ٌٍّمبسٔخ ث١ٓ هشائك اٌزمذ٠ش اٌزٟ رُ اٌزطشق ا١ٌٙب فٟ اٌفقً اٌضبMonte Carloِٟٔٛٔزٟ وبسٌٛ )
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،ٚاٌغزس اٌزشث١ؼٟ ٌّغّٛع ِشثؼبد اٌفشق Biasاٌّؼب١٠ش الاؽقبئ١خ الاسثؼخ )اٌزؾ١ض  ثأعزؼّبي 

Rase ٞٚالأؾشاف اٌّؼ١بس ،SDٚ ،اٌضمخ  ِذحCP)  ٌٚزغؼخ اؽغبَ ِخزٍفخ

ٚاِب اٌغبٔت اٌزطج١مٟ فمذ رٕبٚي اعشاء ِؾبوبح ( 115،5551575511151515،11551151111)

( Covid-19( ٚرٌه ثأػزّبد ث١بٔبد ؽم١م١خ خبفخ ثّشمٝ  فب٠شٚط )Covid-19ٌغٍٛن فب٠شٚط )

ش٠جٟ ٚوزٌه رنّٓ اٌفقً  اٌشاثغ ٚالاخ١شالاعزٕزبعبد ثبٌغبٔت اٌزغ اٌفنٍٝثأعزؼّبي اٌطش٠مخ 

 ٚاٌزٛف١بد اٌزٟ خشعذ ثٙب اٌذساعخ .

  The Study Problem يشكهح انذساعح ،-1

ٚوزٌه ٌقؼٛثخ   فٟ اغٍت الاؽ١بْ لارّزٍه ّٔبرط اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ف١غ ؽٍٛي رؾ١ٍ١ٍخ 

 ٠زُ اٌٍغٛء اٌٝ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثبٌطشائك اٌش٠بم١خ  ا٠غبد اٌّؼٍّبد

.ِٚٓ اُ٘ اٌّؾبوً ٚاؽذصٙب ٚاٌزٟ اصبسد ا٘زّبِٕب ٟ٘ ِؾىٍخ ثأعزخبَ اٌطشائك الاؽقبئ١خ ٌٍزمذ٠ش 

( ٚلأٙب Covid-19اٌغٍٛن اٌّؼمذ ٌٍج١بٔبد اٌّزؼٍمخ ثبٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٌٍّشمٝ اٌّقبث١ٓ ثفب٠شٚط )

ٌزا اخزٔب ػٍٝ ػبرمٕب ا٠غبد اٌغٍٛن اٌؾم١مٟ ٌٍفب٠شٚط  خالزقبد٠خ ٚاعزّبػ١خ ٚفؾ١رّضً ِؾىٍخ 

 ّٚٔزعزٗ ٚاٌزؼّك ثٗ ..

   The Study Aimهذف انذساعح  1-3

 اٌٝ :رشِٟ اٌذساعخ  

ك اٌش٠بم١خ .ثأعزؼّبي هشائك ائرمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌزٟ ٠قؼت ا٠غبد٘ب ثبٌطش -1

( ٚاٌّمبسٔخ ث١ٕٙب S B(، ث١ض اٌم١بع١خ )(G Pاٌىبٚع١خ اٌؼ١ٍّخ ،((ML)الاِىبْ الاػظُ  الار١خ اٌزمذ٠ش

 ثئعزؼّبي اٌّؾبوبح ثطش٠مخ ِٛٔذ وبسٌٛ ٚثئػزّبد اٌّمب٠غظ الاؽقبئ١خ اٌزٟ رُ روش٘ب ثبٌّمذِخ.

( ػٓ Covid -19اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٌّشمٝ فب٠شٚط ) ثى١ّخ  اٌغٍٛن اٌّؼمذ ٌٍج١بٔبد اٌّزؼٍمخ رٛم١ؼ  -2

 اعزؼّبٌٙبك اٌزٟ رُ ائرطج١ك اٌطش اعشاء ّٔزعخ ٌغٍٛن اٌفب٠شٚط ثبٌغبٔت اٌزطج١مٟ ِٚٓ صُ  هش٠ك

 ثبٌغبٔت اٌزغش٠جٟ .

 

 Literature Review:الاعتؼشاض انًشرؼٍ  1-4
  

ٔؾأد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ فٟ عجؼ١ٕ١بد اٌمشْ اٌغبدط ػؾش ػٕذِب هشؽٙب ١ٔٛرٓ فٟ ِلاؽظبد رمش٠ج١خ 

غ١ش ِٕؾٛسح ٚثذأ اٌؼًّ ثٙب فٟ رغؼ١ٕ١بد اٌمشْ اٌغبدط ػؾش اِب اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثذأ اٌؼًّ 

وبْ فٟ عجؼ١ٕ١بد اٌمشْ ثٙب فٟ اٌمشْ اٌضبِٓ ػؾش اِب وزمذ٠ش ٌّؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

رؤدٞ اٌذساعبد اٌغبثمخ دٚسا  ِّٙب  فٟ اٌجؾش اٌؼٍّٟ ٚٔظشا  لأ١ّ٘زٙب ٚثغجت وضشح  إراٌزبعغ ػؾش 
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اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثؾىً ػبَ ٚرمذ٠ش ِؼٍّبرٙب ثؾىً خبؿ ٌزا عٕمَٛ ػٓ اٌذساعبد اٌغبثمخ

ػذح ثبٌٕغجخ ٌلأػّبي ٚاٌذساعبد اٌمذ٠ّخ ص١ِٕخ ِزجب ِذدثبٌزشو١ض ػٍٝ ثؼل اٌذساعبد اٌّّٙخ ٚمّٓ 

رغ١ٙلا  ػٍٝ اٌمبسا ٌٚض٠بدح اٌزشو١ض ػٍٝ اٌذساعبد ٚالاثؾبس اٌؾذ٠ضخ اٌزٟ ٌٙب ػلالخ ثّٕٙظ دساعزٕب 

.  ٌغشك ا٠قبي فىشح ِزىبٍِخ ث١ٓ اٌّبمٟ ٚاٌؾبمش ِٓ عٙخ ٚث١ٓ دساعزٕب اٌؾب١ٌخ ِٓ عٙخ أخشٜ

[،،] 

(Chenلذَ اٌجبؽش ) (1973)ففٟ ػبَ  
(17)

رىْٛ اٌّؼٍّبد اٌّشاد رمذ٠ش٘ب  إرأوضش ِٓ هش٠مخ ٌٍزمذ٠ش  

صٛاثذ. ٚلبَ ثزط٠ٛش رم١ٕبد رؼزّذ ػٍٝ رؾغ١ٓ اٌزذسط ؽجٗ اٌخطٟ ٚهش٠مخ ٌزؾذ٠ذ اٌضمخ، ٚرُ رٛم١ؼ 

اٌزمذ٠ش ٌلأزؾبس فٟ ِؼبدٌخ اٌؾشاسح ٚغ١ش٘ب ٚرظٙش  ػٓ هش٠ك ك ٌزمذ٠ش اٌّؼٍّبد ائب١ٌخ ٘زٖ اٌطشفؼ  

اٌجبؽش ٔٙغ١ٓ اص١ٕٓ ٌزمذ٠ش اٌّزغ١شاد اٌّىب١ٔخ  اعزؼّبياٌج١بٔبد ٚوزٌه  اعزؼّبي٠خ ١ِضح إٌزبئظ اٌؼذد

الً ِغزٜٛ ِٓ  اعزؼّبيّٚ٘ب هش٠مخ إٌغت ٚهش٠مخ رؼزّذ ػٍٝ ِؼبٍِخ اٌّؼٍّخ ِزغٗ امبفٟ ٌٍؾبٌخ ٚ

  اٌّشثؼبد.

(Lo Andrew)لذَ اٌجبؽش  (1986)ٚفٟ ػبَ 
(35)

هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ٌزمذ٠ش اٌّؼٍّبد ٌٍؼ١ٍّبد  

اٌؼؾٛائ١خ اٌّغزّشح اٌّٛفٛفخ ثٛاعطخ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼؾٛائ١خ غ١ش اٌخط١خ ِٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ 

Itoٌٕٛع )
^
لبَ ثبؽزمبق اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٚاٌزٟ ر١ّض ٚظ١فخ الاؽزّب١ٌخ اٌذل١مخ  إر( اٌّؼُّ  

Itoٌؼ١ٍّخ )
^

ِضبي ثغ١و اْ إٌٙظ  ػٓ هش٠ك رُ اخز ػ١ٕبد ِٕٙب ثؾىً ِٕفقً ٚٚمؼ  ( اٌزٟ

Itoاٌّؾزشن ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد )
^

القٝ اؽزّبي ٌزمذ٠ش اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ أّٔٛرط  رطج١ك  ػٓ هش٠ك( 

 اٌؼؾٛائ١خ لا ٠ٕزظ ػٕٗ رمذ٠شاد ِزغمخ.

( (Young, and othersلذَ وً ِٓ  (111،)اِب فٟ ػبَ 
(6،)

اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ  رنّٓ ثؾضب   

اٌٝ  ضْٛرٛفً اٌجبؽ فمذّٔٛرط فنبء اٌؾبٌخ اٌض١ِٕخ إٌّفقٍخ اٌّغزّشح إ اٌؼؾٛائ١خ ثؾىً ِٕفقً فٟ

ٌٍّؼٍّبد فٟ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼؾٛائ١خ غ١ش اٌخط١خ غ١ش ِّىٓ ثؾىً  الاِىبْ الاػظُ ْ رمذ٠ش أ

ي ٌٚذٚاي اٌىضبفخ الاؽزّب١ٌخ اٌضبثزخ ِٚغ رٌه رُ ػبَ ثغجت ػذَ رٛفش اٌزؼج١شاد راد اٌؾىً اٌّغٍك ٌلأزمب

  ٌؾً الاؽزّب١ٌخ اٌمقٜٛ .ٌزمش٠جٙب  ٚفمب  ئ١غخ رق١ٕف اٌزطٛساد اٌش

(and others Taylor,لذَ وً ِٓ ) (117،)فٟ ػبَ 
(56)

( Gaussianثؾضب  ػٓ رمش٠ت ػ١ٍّخ ) 

ٌٍّم١بط اٌخٍفٟ ػٍٝ اٌّغبساد ٌفئخ ػبِخ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼؾٛائ١خ فٟ ٚعٛد اٌّلاؽظبد 

ٚاٌزٟ ( (Ornstein- Uhlenbeck.ٚلبِٛا ثزطج١ك ٘زٖ اٌطش٠مخ ػٍٝ ِؾىٍز١ٓ ثغ١طز١ٓ ّ٘ب ػ١ٍّخ 
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اٌم١بع١خ ِضً  ٠ؼشف اٌؾً اٌذل١ك ٌٙب ٠ّٚىٓ ِمبسٔزٙب . ٚٔظبَ اٌجئش اٌّضدٚط اٌزٞ رفؾً ف١ٗ الاعب١ٌت

اٌٝ اْ اٌزغبسة رظٙش  اٌجبؽضْٛرٛفً  فمذالاوضش علاعخ فٟ رٛف١ش ٔزبئظ ع١ذح.  Kalmanِغّٛػخ 

 اْ رمش٠ت اٌّزغ١ش لبثً ٌٍزطج١ك ٚاْ إٌزبئظ ٚاػذح ٌٍغب٠خ .

(Girolamiاٌجبؽش ) اعزؼًّ (118،) ٚفٟ ػبَ
(،7)

ث١ٓ  فمذالاعزذلاي اٌج١ضٞ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ  

 ثبعزؼّبياِىب١ٔخ رّض١ً الأظّخ اٌذ٠ٕب١ِى١خ غ١ش اٌخط١خ ِضً اٌّغبساد اٌج١ٛو١ّ١بئ١خ فٟ ؽىً ِغشد 

ّٔٛرط إٌظبَ فٟ وض١ش ِٓ اٌؾبلاد لا ٠ز١ّض ثؾىً وبًِ عٛاء ِٓ إػذد ِٓ اؽىبي إٌّزعخ ٚٚمؼ اْ 

الاعزٕزبع١خ رٛفش  ((Bayesianٚ اٌم١ُ اٌزٟ رأخز٘ب اٌّؼٍّبد ٚٚمؼ ا٠نب  ثأْ ِٕٙغ١خ أؽ١ش ا١ٌٙىً 

 رٛف١ف ٚٔؾش ػذَ ا١ٌم١ٓ فٟ ِضً ٘زٖ إٌّبرط ا١ٌّىب١ٔى١خ.ػٓ هش٠ك اهبسا  ِزّبعىب  ٠ّىٓ 

 Samson, and others)أِب )
(49)

ثؾضب  ػٓ رمذ٠ش الاؽزّب١ٌخ اٌمقٜٛ  (111،)فمذ لذِٛا فٟ ػبَ  

 اٌجبؽضْٛاٚمؼ  فمذ اٚ رمذ٠ش الاِىبْ الاػظُ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼؾٛائ١خ راد اٌزأص١شاد اٌؼؾٛائ١خ 

( drift term)اْ اٌؼ١ٍّبد اٌؼؾٛائ١خ اٌّغزمٍخ رىْٛ ِؾذدح ثّؼبدٌخ رفبم١ٍخ ػؾٛائ١خ ِغ ِقطٍؼ 

٠ؼزّذ ػٍٝ ِؼٍّبد غ١ش ِؼشٚفخ ٠زُ    ٌزأص١ش اٌؼؾٛائٟ اػزّبدا  ػٍٝ ِزغ١ش ػؾٛائٟ ٚاْ رٛص٠غ ا

اْ ِقطٍؼ الأغشاف خط١ب  ٠ؼزّذ ػٍٝ اٌزأص١ش اٌؼؾٛائٟ ٌٗ  إر   رمذ٠ش٘ب ِٓ اٌّلاؽظخ اٌّغزّشح 

رٛص٠غ وبٚعٟ ٚاْ اٌق١غخ اٌقش٠ؾخ ٌلاؽزّب١ٌخ رُ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ٚصجذ ثأْ اٌؾذ الالقٝ ٌّمذاس 

ؽغبة اٌزمذ٠شاد ػٍٝ ث١بٔبد اٌّؾبوبح ٌؼذح  ػٓ هش٠كٚ  وبٚعٟ الاؽزّب١ٌخ ِزغك ِٚزمبسة ثؾىً

اٌٝ أٙب ظٙشد ع١ذح ٌىً الاؽىبي ؽزٝ ػٕذِب لا٠ىْٛ اٌفبفً اٌضِبٟٔ اٌط٠ًٛ  اٌجبؽضْٛ ّٔبرط رٛفً 

 عذا .  أ  ٌٍّلاؽظبد وج١ش

((Carroll,and othersلذَ وً ِٓ  (113،) ٚفٟ ػبَ
(61)

ثؾضب  ػٓ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد فٟ اٌّؼبدلاد  

( رؾزٛٞ ػٍٝ رفغ١شاد PDEثأْ اغٍت اٌّؼٍّبد فٟ ّٔبرط ) اٌجبؽضْٛاٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٚمؼ 

ػ١ٍّخ ِض١شٖ ٌلا٘زّبَ ٌٚىٓ ل١ّزٙب غبٌجب  ِب رىْٛ غ١ش ِؼشٚفخ ٚرؾزبط اٌٝ رمذ٠ش ِٓ ل١بعبد إٌظبَ 

فٟ اٌّّبسعخ اٌؼ١ٍّخ لا  اٌّغزؼٍّخ( PDEاعٙضح اي)اٌذ٠ٕب١ِىٟ فٟ رمذ٠ُ أخطبء اٌم١بط ٚاْ ِؼظُ 

ك اٌؼذد٠خ ثؾىً ِزىشس رؾذ الالاف ِٓ ل١ُ ائرؾزٛٞ ػٍٝ ؽٍٛي رؾ١ٍ١ٍخ ٚلاٞ ِىٓ ؽٍٙب الا ثبٌطش

ٌٍزمذ٠ش  هش٠مز١ٓ اٌجبؽضْٛ ٌٚزٌه الزشػ  خِشرفؼ رىْٛ خاٌؾغبث١ اٌزىٍفخفأْ  ِٚٓ صُ اٌّؼٍّبد اٌّشؽؾخ 

رُ رّض١ً اٌؼ١ٍّخ اٌذ٠ٕب١ِى١خ  اٌطش٠مز١ّٓٚ٘ب هش٠مخ ِززب١ٌخ اٌّؼٍّخ ٚهش٠مخ إٌٙظ اٌجب٠ضٞ ٚفٟ وٍزب 

زٛع١غ ٚظ١فخ الاعبط ثبٌٕغجخ ٌطش٠مخ رزبثغ ث( PDEّٔٛرط )إ ثغزؼّبيالاعبع١خ اٌزٟ رُ ّٔزعزٙب 
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(. اِب ثبٌٕغجخ PDEذ٠ش ِؼٍّبد )ثزط٠ٛش ِغز١٠ٛٓ ِزذاخ١ٍٓ ِٓ اٌزؾغ١ٓ ٌزم اٌجبؽضْٛ لبَ  إراٌّؼٍّبد 

( ٚرط٠ٛش ّٔٛرط PDEّٔٛرط ِؾزشن ٌٍج١بٔبد ٚي)إثزط٠ٛش اٌجبؽضْٛلبَ  فمذٌطش٠مٗ إٌٙظ اٌجب٠ضٞ 

( ٌؼًّ الاعزذلاي اٌلاؽك MCMC٘شِٟ عذ٠ذ ٠غّؼ ثزٛظ١ف عٍغٍخ ِبسوٛف ِٛٔذ وبسٌٛ )

اٌّؼٍّبد لبثٍخ ٌٍّمبسٔخ اْ هش٠مخ ثب٠ض ٚهش٠مخ رؼبلت اٌٝ  اٌّؾبوبح  هش٠ك ػٓ اٌجبؽضْٛٚرٛفً 

رمذ٠ش ثبلاػزّبد ػٍٝ ك الاخشٜ اٌّزبؽخ ِٓ ؽ١ش دلخ اٌزمذ٠ش ٚالاداء ائٚولاّ٘ب ٠زفٛق ػٍٝ اٌطش

  (.Lidarّٔٛرط )إ ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ فٟ

((Herbei, and Othersلذَ وً ِٓ  (114،)ٚفٟ ػبَ 
(،5)

ثؾضب  ػٓ رمذ٠ش الاِىبْ الاػظُ  

وّٕبرط  رؼذاٌزٟ (Krigingاٌزخ١ّٓ اٌّزغٍغً اٌمبئُ ػٍٝ ) ثبعزؼّبي ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼؾٛائ١خ

اٌٝ اٌزم١ٕبد اٌمبئّخ ػٍٝ  اٌجبؽضٌْٛزا ٌغأ  فؼٛثخ اٌزمذ٠شاؽقبئ١خ فٟ اٌؼذ٠ذ ِٓ اٌزخققبد ٚثغجت 

هش٠مخ فؼبٌخ لبئّخ ػٍٝ  اٌجبؽضّْٛٙب. فٟ ٘زا اٌجؾش الزشػ اٌّؾبوبح ٌزمذ٠ش الاؽزّب١ٌخ اٌّؾزٍّخ ٚرؼظ١

رمذ٠شاد الاؽزّب١ٌخ ِٓ ػ١ٕخ ِزغٍغٍخ  ثبعزؼّبي( ٌلاعزىؾبف ِغبؽخ اٌّؼٍّخ Gaussianػ١ٍّخ )

(Monte Carlo ٌٛرّضً اٌطش٠مخ رجب٠ٓ ِٛٔذ وبس )ػٓ ٠ن١ف الاعشاء ل١ُ اٌّؼٍّبد اٌّؾزٍّخ  إر

اعشاء  ػٓ هش٠ك ْٛ. ٚرٛفً اٌجبؽض(expected improvement)ِب ٠غّٝ  ٠ك رؼظ١ُ هش

 خ وج١شح ػٍٝ اٌزم١ٕبد اٌمبئّخ ػٍٝ اٌؾجىخ ٚاٌزذسط .٠اٌّؾبوبح اْ اٌطش٠مخ رزّزغ ثّىبعت ؽغبث١خ ٚوفب

(Piterbarg and Rozovskiiلبَ اٌجبؽضبْ )( 115،)ٚفٟ ػبَ 
(43)

ثذساعخ إٌّبرط اٌجبساِزش٠خ  

ٌٍزغ١شاد فٟ اػبٌٟ اٌّؾ١طبد اٌزٟ رّذ وزبثزٙب ثٛاعطخ فئخ ِؼ١ٕخ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

غ١ش اٌّؼشٚفخ اٌّغزّشح اٚ  الأّٛرطهش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد  فمذ اعزؼّلااٌؼؾٛائ١خ 

 إر ب  ٔزؾبس فٟ ِؼبدٌخ أزؾبس اٌزذفك ٠ىْٛ دائّب  ِزغمإٌّفقٍخ فٟ اٌٛلذ إٌّبعت ٚاٚمؾب اْ رمذ٠ش الا

رمذ٠ش الأزؾبس الافمٟ  بْرا وبْ الأزؾبس ففشا  ٚٔبلؼ اٌجبؽضإفمو  ،٠ىْٛ الاِىبْ الاػظُ ٌٍغشػخ صبثزب  

 .ؼبدٌخ اٌذٚاِخ اٌٙٛائ١خ اٌخط١خِٚؼبًِ الاؽزىبن اٌغفٍٟ )ثٛد رَٛ ( فٟ ِ

(Abu AL-Robلذَ اٌجبؽش) (116،) ٚفٟ ػبَ
(7)

ك ؽً اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ائثؾضب  ػٓ هش 

ْ ٘زٖ اٌّؼبدلاد رقٕف ػٍٝ أٙب ِؼبدلاد رفبم١ٍخ عضئ١خ خط١خ ِٓ اٌذسعخ أاٚمؼ  فمذالا١ٍ٘غ١خ 

ك ؽً ِؾبوً اٌم١ّخ اٌؾذ٠خ اٌزٟ ائاٌؾغبث١خ ٚاٚمؼ هش ثبعزؼّبي اٌطشائكاٌضب١ٔخ ٠ّىٓ ؽٍٙب ػذد٠ب  

الزشػ هش٠مزبْ ّ٘ب  فمذرزنّٓ ِؼبدلاد ثٛاعْٛ ٚلاثلاط ِغ أٛاع ِخزٍفخ ِٓ اٌؾشٚه اٌؾذ٠خ 

٠ؾٛي الاعشاء اٌزمذ٠شٞ  إر( FEM( ٚهش٠مخ اٌؼٕبفش اٌّؾذٚدح )FDMهش٠مخ اٌفشٚق اٌّؾذٚدح )
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ثؼل اٌزم١ٕبد اٌزىشاس٠خ وطش٠مخ  اعزؼّبياٌم١ّخ اٌؾذ٠خ اٌٝ ٔظبَ خطٟ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌغجش٠خ ٚرُ 

(Jacobi( ٚ )Gauss-Seidelٚ )Successive Over) Relaxation( )SOR )

ٚConjugate Gradient) إٌزبئظ  ػٓ هشائك( ٌؾً ِضً ٘زا إٌظبَ اٌخطٟ  ٚرٛفً اٌجبؽش

ٌؼذد٠خ ِٓ هش٠مخ اٌؼٕبفش اٌّؾذٚدح فٟ اٌّغبلاد ا ٠خاٌؼذد٠خ اْ هش٠مخ اٌفشٚق اٌّؾذدح ٟ٘ اوضش وفب

اوضش دلخ ٌٍّغبلاد اٌّؼمذح ٚغ١ش إٌّزظّخ ٚوزٌه لاؽع  ذ.فٟ ؽ١ٓ اْ هش٠مخ اٌؼٕبفش اٌّؾذٚدح رؼ

 ث١ٓ اٌّخططبد اٌزىشاس٠خ الاخشٜ . ٠خ( اٌزىشاس٠خ رؼطٟ ٔزبئظ اوضش وفبSORاٌجبؽش اْ رم١ٕخ )

(Asirvadam, and Othersلذَ وً ِٓ ) (117،) ٚفٟ ػبَ
(1،)

ثؾضب  ٚمؾٛا ف١ٗ الاعزذلاي  

الاؽقبئٟ اعزٕبدا  اٌٝ اٌؾذ الالقٝ ِٓ اؽزّبي اٌزأخ١ش ٌّٕبرط اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌّخزٍفخ فٟ اػذاد 

اؽبدٞ اٌزغ١ش .ؽ١ش رُ اٌؾقٛي ػٍٝ اٌؾذ الالقٝ ِٓ اعزذلاي الاؽزّب١ٌخ ٌّؼٍّبد اٌزأخ١ش غ١ش 

الاخشٜ راد الا١ّ٘خ اٌزٟ رؾىُ ِغبساد ّٔبرط اٌّؼٍّبد  فنلا  ػٓاٌّؼشٚفخ اٌفشد٠خ اٚ اٌّزؼذدح 

اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  ٌٍزأخ١ش اٌّخزٍفخ. ٠زُ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ثٕبء ػٍٝ خٛاسص١ِبد اٌؾجىخ اٌزى١ف١ٗ 

ثزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌزأخ١ش ثؾىً  ْٛلبَ اٌجبؽض فمذ(.Newton Raphsonٚخٛاسص١ِبد ١ٔٛرٓ سافغْٛ)

خ )ِضً رط٠ٛش ِٕٙغ١خ ٌؾغبة ِقفٛفخ اٌّؼٍِٛبد اٌّؼٍّبد الاخشٜ غ١ش اٌّؼشٚف فنلا ػٓفؾ١ؼ 

اِضٍخ  خٚفزشاد اٌضمخ ٌغ١ّغ اٌّؼٍّبد غ١ش اٌّؼشٚفخ ثٕبءا  ػٍٝ اؽزّبي ػًّ اٌّؾبوبح .ٚلبِٛا ثزمذ٠ُ صلاص

 رٛم١ؾ١خ رزؼٍك ثبلأٔظّخ اٌجب٠ٌٛٛع١خ .

( Girolami, and Othersٚفٟ اٌؼبَ ٔفغٗ لذَ وً ِٓ )
(،8)

د٠خ ك ػذائثؾضب  هٛسٚا ف١ٗ هش 

( ٠ٚذسط رطج١ك ٘زٖ اٌطش٠مخ ػٍٝ اٌّؾبوً PDESاؽزّب١ٌخ ٌؾً اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ )

٠ّٕؼ ٘زا إٌٙظ اٌّزبٔخ ٌفؾً اٌؾً اٌؼذدٞ ِغ الاعزذلالاد الاؽقبئ١خ  إر( PDEاٌؼىغ١خ اٌّم١ذح ة)

داح ؽً أِؾىٍخ اخز١بس  اٌجبؽضْٛهشػ  فمذاٌّذفٛػخ ٌزىْٛ اوضش رؾفظب  فٟ ٚعٛد خطأ رمذ٠شٞ وج١ش 

(PDE ُوّؾىٍخ فٟ رق١ّ )Bayesian ) ٌٍزغبسة ٚاٌٙذف ِٓ ٘زا ٘ٛ رم١ًٍ رأص١ش خطأ اٌؾٍٛي )

ِؾىلاد اعزذلالاد اٌّؼٍّبد اٌزٟ ٠ىْٛ  فٟػٍٝ الاعزذلالاد الاؽقبئ١خ ٚرُ رطج١ك ٘زٖ اٌطش٠مخ 

 اؽقبئ١ب . اٌخطأ اٌزمذ٠شٞ ٌٙب غ١ش ًِّٙ ٠ٚغت ؽغبثخ ٌٍؾقٛي ػٍٝ اعزٕزبعبد فؾ١ؾخ

)انىَذٌ( ٗلذِذ اٌجبؽض (118،)ٚفٟ ػبَ 
(6)

ثؾضب  ػٓ رمذ٠ش اٌّؼبٌُ اٌضبثزخ ٚاٌّزغ١شح ص١ِٕب  فٟ ّٔبرط  

ك ائالزشؽذ صلاس هش فمذاٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ اٌلاخط١خ ٚاٌزٟ لا رّزٍه ف١غ ؽٍٛي رؾ١ٍ١ٍخ 

شؽٍخ رمذ٠ش ِزغ١ش اٌؾبٌخ ِٚؾزمبرٗ ٠زُ فٟ ٘زٖ اٌّ إرٌٍزمذ٠ش رزّضً اٌطش٠مخ الاٌٚٝ ثؼذح ِشاؽً 
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ثّشاؽً ِزؼذدح اِب اٌفئخ اٌضب١ٔخ ِٓ  الأّٛرط ثبٌطشائك اٌّّٙذح اٌلاِؼ١ٍّخ ِٚٓ صُ رمذ٠ش ِؼٍّبد 

خٛاسص١ِبد اٌزفش٠ك اٌؼذدٞ ٚا٠نب  رزىْٛ ِٓ ِشؽٍز١ٓ  إٌٝهشائك اٌزمذ٠ش ٟ٘ اٌطش٠مخ اٌزٟ رغزٕذ 

اعزؼّبي هش٠مخ اٌزفش٠ك ٚالاخشٜ الاٌٚٝ ٠زُ ف١ٙب رمذ٠ش ِزغ١شاد اٌؾبٌخ ثطش٠مخ اٌؾشائؼ اٌغضائ١خ 

اٌؼذدٞ ٚرُ اعزؼّبي هش٠مز١ٓ ٌٍزفش٠ك اٌؼذدٞ ّ٘ب هش٠مخ ا٠ٍٚش ٚهش٠مخ ؽجخ إٌّؾشف ٌٍزفش٠ك اٌؼذدٞ 

طشائك رُ اعزؼّبي هش٠مخ اٌّشثؼبد اٌقغشٜ اٌلاخط١خ اٌّؼبٍِخ ثبٌؾشائؼ ٚرُ اِب اٌفئخ اٌضبٌضخ ِٓ اٌ

اعزؼّبي خٛاسص١ِخ اٌزطٛس اٌزفبمٍٟ ٚرٛظ١ف اٌخٛاسص١ِخ اٌغ١ٕ١خ ٚاٌّمبسٔخ ث١ٓ اٌطش٠مز١ٓ ثبعزؼّبي 

 إر( ٌٍّؼبٌُ اٌّمذسح AREاعٍٛة اٌّؾبوبح ثبعزؼّبي  اٌّؼ١بس الاؽقبئٟ ِؼذي اٌخطأ إٌغجٟ ٌٍزمذ٠ش)

هش٠مخ ٌزمذ٠ش اٌّؼٍّبد فٟ ّٔبرط اٌّؼبدلاد  أفنً أْاٌّؾبوبح اٌٝ  هش٠ك ػٓ )اٌٛٔذٞ(فٍذ رٛ

اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ اٌلاخط١خ ٟ٘ هش٠مخ اٌّشثؼبد اٌقغشٜ اٌلاخط١خ اٌّؼضصح ثبٌؾش٠ؾخ ثبعزؼّبي 

 خٛاسص١ِخ اٌزطٛس اٌزفبمٍٟ .

(Mohsinلذَ اٌجبؽش )( 119،)ٚفٟ ػبَ 
(38)

مش٠ج١خ ٌؾً اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ك اٌزائثؾضب  ػٓ اٌطش 

وبْ اٌٙذف ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ دساعخ ٚعٛد ٚرفشد ثؼل فئبد اٌّؼبدلاد اٌزىب١ٍِخ اٌزفبم١ٍخ  إراٌغضئ١خ 

اٌجبؽش  اعزؼًّ فمذاٌغضئ١خ اؽبد٠خ اٌجؼذ ٚصٕبئ١خ الاثؼبد ٌٍشرجخ اٌىغش٠خ ٚثؼذ رٌه ا٠غبد اٌؾٍٛي اٌزمش٠ج١خ 

( ٌٍزؾًٍ اِب اٌٙذف اٌضبٟٔ  Adomianمخ اٌزؾ١ًٍ اٌزّبص١ٍخ ٚهش٠مخ )هش٠مز١ٓ ؽجخ رؾ١ٍ١ٍز١ٓ رغّٝ هش٠

ا٠غبد اٌؾٍٛي اٌزمش٠ج١خ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌزىب١ٍِخ اٌغضئ١خ اؽبد٠خ ٚصٕبئ١خ الاثؼبد راد اٌزشر١ت 

 Legender-Adomianٔٙظ ِؼذي اٚ ٔٙظ ٘غ١ٓ ٠غّٝ هش٠مخ رؾًٍ ) ثبعزؼّبياٌىغشٞ 

homotopy اٌضبٌش ٘ٛ دساعخ ٚعٛد ٚرفشد ثؼل فئبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ( اٌّزؾٌٛخ ٚاٌٙذف

هش٠مخ رؾ١ًٍ  ثبعزؼّبياٌزىب١ٍِخ اٌغضئ١خ راد اٌجؼذ اٌٛاؽذ ِغ ِؾزمبد اٌزشر١ت اٌىغشٞ اٌّطبثمخ 

(Homotopy.) 

(Kumar Rai,and Tripathiٚفٟ اٌؼبَ ٔفغٗ لذَ وً ِٓ )
(46)

ثؾضب  الزشؽب ف١ٗ هش٠مخ اٌزغ١ّغ  

( Gaussianػ١ٍّخ ) رغزؼًّ( ٚاٌزٟ PDEاٌغذ٠ذح ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ )

ّٔٛرط الأؾذاس ٌّلاؽظبد ِزغ١ش إِلائّخ  ١ٓاٌطش٠مخ اٌّمزشؽخ ِٓ لجً اٌجبؽض رٕطجك إروذاٌخ اعبع١خ. 

ٔزبئظ رطج١ك هش٠مخ  هشائك ػٓ بْٛفً اٌجبؽضاٌؾبٌخ .صُ اٌؾقٛي ػٍٝ ِؾزمبد ِزغ١ش اٌؾبٌخ ٚر

( اْ هش٠مخ Richardsغبٚعٓ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ػٍٝ ِؼبدلاد الأزؾبس اٚ )

(GPPDE( ٠ّىٕٗ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد ٌٍّؼبدٌز١ٓ ثؾىً فؾ١ؼ . ٚاْ اي )GPPDE ثبٌٕغجخ ٌّؼبدٌخ )
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(Richards( ْٛرؼًّ ع١ذا  فٟ ؽبي ٚعٛد مٛمبء ٠ّٚىٓ اْ ٠ى )GPPDE ثذ٠لا  فؼبلا  ٌٍٕٙظ )

 اٌزم١ٍذٞ لإ٠غبد ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ػب١ٌخ الاثؼبد ػٕذِب رىْٛ وج١شح .

(Song ,and Othersلذَ وً ِٓ ) (1،1،)اِب فٟ ػبَ 
(5،)

ثؾضب  ٌزط٠ٛش إٌٙظ اٌجب٠ضٞ ٌزمذ٠ش  

اْ  اٌجبؽضْٛاٚمؼ  فمذ( ِٓ اٌج١بٔبد اٌقبخجخ اٌّشفٛدح ODEِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ )

( ثزؼج١ش اؽزّبٌٟ ٠ٚزُ دِغٙب ِغ اعشاء ODEاٌطش٠مخ لا رؾزبط اٌٝ ؽً ِجبؽش ٚأّب ثبعزجذاي ل١ذ )

ِلائّخ اٌج١بٔبد اٌلاِؼ١ٍّٗ فٟ إهبس اؽزّبٌٟ ِؾزشن ٚرز١ّض اٌطش٠مخ اٌّمزشؽخ ثبٌٕغجخ ٌجؼل أٔظّخ 

(ODE ًٍ٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٝ رٛص٠ؼبد  خٍف١ٗ ِؾشٚهخ ِغٍمخ اٌؾىً ٌغ١ّغ اٌّزغ١شاد اٌزٟ رم)

ِخطو ِٛٔذ وبسٌٛ اٌٙغ١ٓ  اٌجبؽضْٛٔفز  إرثؾىً وج١ش ِٓ اٌزىٍفخ اٌؾغبث١خ ٚرغًٙ ػ١ٍّخ اٌزمبسة . 

( ٌز١ٌٛذ ػ١ٕبد ٌٍّزغ١شاد اٌزٟ لا ٠ّىٓ وزبثخ رٛص٠ؼٙب اٌخٍفٟ Riemannاٌمبئُ ػٍٝ ِزؾؼت )

٠ّىٓ رطج١ك إٌٙظ اٌجب٠ضٞ ػٍٝ اٌؾبلاد  أٗ اٌجبؽضْٛ( الاغلاق. ٚاٚمؼ Tormشٚه ِٓ ؽ١ش )اٌّؾ

ث١بٔبد اٌّؾبوبح ٚاٌج١بٔبد  هشائك ػٓاٌزٟ ٠زُ ف١ٙب ِلاؽظخ ِزغ١ش اٌؾبٌخ عضئ١ب  فمو ٚرُ رٛم١ؼ رٌه 

   اٌؾم١م١خ .

(Jasimٚفٟ اٌؼبَ ٔفغٗ لذَ اٌجبؽش )
(31)

ِجشٕ٘خ ٚعٛد ( Galerkin)ف١ٗ هش٠مخ  اعزؼًّثؾضب   

( ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌخط١خ الا١ٍ٘غ١خ ػٕذِب Sate Vectorٚؽذا١ٔخ اٌؾً ٌّزغٗ اٌؾبٌخ )

( ٌجش٘بْ Minty-Browderِجشٕ٘خ ) اعزؼ٠ًّىْٛ ِزغٗ اٌغ١طشح اٌزم١ٍذ٠خ ِغزّش ٚصبثذ ٚوزٌه 

اٌخط١خ اٌضلاص١خ ػٕذِب ٠ىْٛ ِزغٗ ِجشٕ٘خ ٚعٛد ٚؽذا١ٔخ ؽً ِغأٌخ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ غ١ش 

( وّب لبَ اٌجبؽش ثؼشك ِجشٕ٘خ ٚعٛد ٌّزغٗ ع١طشح CCOCV) ب  ٚصبثز ا  اٌغ١طشح اٌزم١ٍذ٠خ ِغزّش

رم١ٍذ٠خ ِغزّشح ٚصبثذ ثبٌٕغجخ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌخط١خ ٚغ١ش اٌخط١خ الا١ٍ٘غ١خ ٚلبَ 

د اٌّشافمخ ٌٍّؼبدلاد اٌغضئ١خ اٌخط١خ اٌضلاص١خ ِشح اٌجبؽش ثذساعخ ِجشٕ٘خ ٚعٛد ٚؽذا١ٔخ اٌؾً ٌٍّؼبدلا

خط١خ اٌضلاص١خ ثٛعٛد ل١ذٞ اٌزغبٚٞ ٚاٌزجب٠ٓ ٚوبْ اٌٙذف ِٓ اٌ غ١شِٚشح اخشٜ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ 

٘زا اٌجؾش ٘ٛ دساعخ ِغأٌخ اٌغ١طشح الاِض١ٍخ اٌزم١ٍذ٠خ اٌّغزّشح ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌخط١خ 

اصجذ اٌجبؽش اٌؾشٚه  فمذ( Tlepdeqs()Tnlepdeqsغ١خ اٌج١نب٠ٚخ ( )ٚغ١ش اٌخط١خ )الا١ٍ٘

ضبثذ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌخط١خ اٌّغزّش ٚاٌزم١ٍذ٠خ اٌغ١طشح اٌاٌنشٚس٠خ اٌّضب١ٌخ ٌّزغٗ 

 The Kuhn- Tucker –Lagrangeالا١ٍ٘غ١خ اٌضلاص١خ ِٚٓ ٔبؽ١خ اخشٜ هٛسد ِجشٕ٘خ )

multipliers theorems ٌجش٘بْ ِجشٕ٘زٟ اٌؾشٚه اٌنشٚس٠خ  اعزؼّبٌٙباٌجبؽش اٌٝ ( ٚاؽبس
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خط١خ اٌ غ١شٚاٌؾشٚه اٌىبف١خ ٌٛعٛد ع١طشح أِض١ٍخ رم١ٍذ٠خ ِغزّش ٌضلاصٟ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

 ِٓ إٌٛع الا١ٍ٘غٟ ٌٛعٛد ل١ذٞ اٌزغبٚٞ ٚاٌزجب٠ٓ .

(AL-Rawdaneeلذِذ ) (1،1،)اِب فٟ ػبَ 
(11)

ثؾضب  اٌٙذف الاٚي ِٕٗ ٘ٛ ؽً ِغأٌخ اٌغ١طشح  

الاِض١ٍخ اٌزم١ٍذ٠خ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٚا٠غبد اٌؾً اٌؼذدٞ ٌٙزٖ اٌّؾىٍخ ِٚٓ صُ اصجبد 

إٌظش٠بد اٌخبفخ ثبٌزؾىُ الاِضً اٌىلاع١ىٟ إٌّفقً ٚرمبسة ِؾىٍخ اٌزؾىُ الاِضً اٌىلاع١ىٟ 

( Kuhu-Tucker Lagrangeٔظش٠خ ) ثبعزؼّبيٚلبِذ  إٌّفقً اٌٝ الاِضً اٌىلاع١ىٟ اٌّغزّش

ٌلأصجبد إٌظش٠بد اٌنشٚس٠خ ٚاٌىبف١خ ٌٍؾشٚه اٌّضٍٝ اٌزٟ رؾىّٙب ِؾىٍخ اٌم١ّخ اٌؾذ٠خ اٌضائذ٠خ غ١ش 

اٌخط١خ ِغ ل١ٛد اٌّغبٚاح ٚػذَ اٌّغبٚاح  ٚوبْ اٌٙذف اٌضبٟٔ ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ اٌغضء اٌزى١ٍّٟ ٌٍٙذف 

ٛي اٌؼذد٠خ ٌّؾىٍخ اٌزؾىُ الاِضً اٌىلاع١ىٟ إٌّفقً اٌزٟ رؾىّٙب ِؾبوً الاٚي ِخقـ ٌلأع١بد اٌؾٍ

و١ف١ٗ ؽً ِؾىٍخ  ٚمؾذ إراٌم١ّخ اٌؾذ٠خ اٌخط١خ ٚغ١ش اٌخط١خ راد اٌّؼبِلاد اٌضبثزخ ٚاٌّزغ١شح .

اٌزؾىُ الاِضً اٌىلاع١ىٟ إٌّفقً ٌّؾىلاد اٌم١ّخ اٌؾذ٠خ غ١ش اٌخط١خ اٌضائذ٠خ اػزّبدا  ػٍٝ خطٛر١ٓ 

( ٌٍّغبؽخ Galerkinوبٔذ اٌخطٛح الاٌٚٝ هش٠مخ اٌؼٕبفش اٌّؾذٚدح اٌّخزٍطخ ِٓ ) فمذز١ٓ اعبع١

ِزغ١ش اٌٛلذ ٌلا٠غبد اٌؾذٚد اٌؼذد٠خ ٌٍؾىً  اعزؼّبيرُ  إراٌّزغ١شح ِغ ٔظبَ اٌفشٚق اٌّؾذدح اٌن١ّٕخ 

 عزؼّبياوً ِٓ هشق اٌزذسعبد اٌضلاصخ ٚرُ  اعزؼّبياٌنؼ١ف إٌّفقً اِب فٟ اٌخطٛح اٌضب١ٔخ رُ 

( اٚ Armijoخ١بس خطٛح ) ثبعزؼّبياٌزذسط ٚهش٠مخ الاعمبه اٌّزذسط ٚهش٠مخ فشأه ٌٚٚف  هشائك

خ١بس اٌخطٛح اٌّضٍٝ ٌٍؼضٛس ػٍٝ اٌؾذ الادٔٝ ِٓ اٌزىٍفخ اٌٛظ١ف١خ إٌّفقٍخ ِٚٓ صُ اٌؼضٛس ػٍٝ اٌزؾىُ 

هش٠مخ اٌزذسط  عزؼّبيثبالاِضً اٌىلاع١ىٟ إٌّفقً ٌّؾبوً اٌزؾىُ اٌّضٍٝ ِٚٓ ٔبؽ١خ اخشٜ لبِذ 

اٌؼمبثٟ اٚ هش٠مخ اعمبه اٌزذسط اٌؼمبثٟ اٚ هش٠مخ فشأه ٌٚٚف اٌّؼبلجخ ٌٍؾقٛي ػٍٝ اٌؾذ الادٔٝ ِٓ 

 اٌّذسٚعخ . اٌطشائك ٚوفب٠خاصجزذ دلخ  فمذإٌزبئظ اٌزٟ ٚمؾزٙب  هش٠ك ػٓاٌزىٍفخ إٌّفقٍخ ٚرٛفٍذ 

(Salimٚفٟ اٌؼبَ ٔفغٗ لذَ اٌجبؽش )
(48)

ثؾضب  ػٓ ؽً اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٌٍشرت اٌىغش٠خ  

رٛاعٗ ٘زٖ اٌّؼبدلاد اٌىض١ش ِٓ اٌقؼٛثبد فٟ اٌؾً  فمذاٌّزغ١شح اٌزٟ رؾزٛٞ ؽشٚه ا١ٌٚخ ٚؽذٚد٠خ 

ِٓ ٘زا اٌجؾش ٘ٛ دساعخ اٌّؼبدلاد اٌغضئ١خ اٌىغش٠خ  اٌشئ١ظاٌٙذف  أْاٚمؼ اٌجبؽش  إراٌزؾ١ٍٍٟ 

 ثبعزؼّبيدٚاي اٌضٍّخ اٌلاخط١خ  ِٚجشٕ٘خ اٌزمبسة  ثبعزؼّبيب ٚا٠غبد اٌؾً اٌزمش٠جٟ ٌٙ

(Tensorproduct اٌزٟ ثشٕ٘ذ رمبسة اٌطش٠مخ ٌٍؾً اٌّنجٛه ٚلبَ اٌجبؽش ثزط٠ٛش إٌزبئظ )

ِؾزمخ )وبثبرٛ (  اعزؼّبياٌشرجخ اٌىغش٠خ صٕبئ١خ اٌّزغ١شاد ثبٌٕغجخ ٌٍشرجخ اٌّزغ١شح ٚرُ  ثبعزؼّبي

 ٌٍزٛفً ٌٍٕزبئظ . 
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ٓ اٌذساعبد اٌغبثمخ ٚػٍٝ ؽذ ػٍُ اٌجبؽش ٔذسح اٌذساعبد اٌؼشث١خ اٌزٟ رٕبٌٚذ ِٛمٛع رمذ٠ش ٍٔؾع ِ

ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ  ٚثزٌه رىْٛ اٌذساعخ اعزىّبلا  ٚامبفخ ٌٍغٙٛد اٌؼ١ٍّخ اٌزٟ ثزٌٙب 

١خ اٌغضئ١خ ثؾىً ػبَ اٌجبؽضْٛ .ٚوزٌه ٍٔؾع ِٓ اٌذساعبد اٌغبثمخ ثأٔٙب ٌُ رغزؼًّ اٌّؼبدلاد اٌزفبمٍ

ك ٌزمذ٠ش ِؼٍّبرٙب ائٚأّب وبْ اٌزطشق ٌٕٛع ِؾذد ِٕٙب اٚ ٌطش٠مخ ِؾذدٖ ٌؾٍٙب ٚػذَ اٌزطشق ٌؼذح هش

اْ ِب ١ّ٠ض ٘زٖ اٌذساعخ  ثبْ ٌٙب ١ِض٠ز١ٓ ِّٙز١ٓ فٟ ِغبي اٌجؾش اٌؼٍّٟ  إرٚأّب هش٠مٗ ٚاؽذٖ غبٌجب  

اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثقٛسٖ ػبِخ ١ٌٚظ ّٔٛرط وبٔذ ا١ٌّضح الاٌٚٝ ٟ٘  اعزؼّبي  فمذٚاٌؼٍّٟ 

 هش٠ك ػٓك ٌزمذ٠ش ِؼٍّبرٙب ائٔٛع ِؾذد ف١ٙب ٚوزٌه ػذَ الاوزفبء ثطش٠مخ رمذ٠ش ٚاؽذٖ ٚأّب صلاس هش

اعشاء اٌّؾبوبح ٚا١ٌّضح اٌضب١ٔخ  اٌزٟ ر١ّضد ثٙب ٘زٖ اٌذساعخ ٟ٘ ػذَ الاوزفبء ثذساعخ فزشٖ اٌجمبء 

ٌفُٙ اٌغٍٛن  اٌّؼمذ ٌٍج١بٔبد اٌّزؼٍمخ ثبٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٌّشمٝ فب٠شٚط ّٔب ( اCovid -19ٌّشمٝ )

ثبٌغبٔت  اعزؼّبٌٙبك اٌزٟ رُ ائرطج١ك اٌطش اعشاء ّٔزعخ ٌغٍٛن اٌفب٠شٚط ِٚٓ صُ وٛسٚٔب ػٓ هش٠ك

 .اٌزغش٠جٟ  
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 انفصم انخاٍَ

 انزاَة انُظشٌ

  ًقذيحان 1-،

ثقٛسح ػبِخ  ٚاعزؼشاك ٔجزح  ػٓ  ٔغزؼشك فٟ ٘زا اٌفقً رٛم١ؼ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ّٚٔبرعٙب

( ثقٛسح خبفخ ٚث١بْ أٛاػٙب  nintrii  riienePtrii  laitraPاٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ )

اٌجبؽش ٚاٌزٟ ؽٍّذ )هش٠مخ الاِىبْ  ٌذٜ اعزؼّبٌٙبك ؽٍٙب ٚهشائك اٌزمذ٠شاٌزٟ رُ ائٚثؼل هش

 .ٌزمذ٠ش ِؼٍّبرٙب Bayes))ٚهش٠مخ ث١ض  ،(GP)ٚهش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚ ع١ٗ  ،(MLE)الاػظُ 

  Basic Conceptsتؼط انًفاهُى الاعاعُح   ،-،

 (Differential Equationانًؼادنح انتفاظهُح ) 1-،-،
(9(5)13(5)،1) 

رظُٙش ٘زٖ اٌّؼبدٌخ اٌؼلالخ ث١ٓ  إرٟ٘ ِؼبدٌخ س٠بم١خ ٌٛظ١فخ غ١ش ِؼشٚفخ ٠ىْٛ ف١ٙب اٌّزغ١ش داٌخ 

 اٌذاٌخ ِٚؾزمبرٙب ِغ ل١ٛد ٌّزغ١ش ٚاؽذ ٚاوضش ِٓ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ.

 :ا٢رٟٚثؾىً ػبَ ٠ّىٓ وزبثخ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ثبٌؾىً 

F(t,y(t),ý(t),…. ( )(t))=0,t I                                                                         (1-2)           

ٚرقٕف اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ؽغت سرجزٙب ٚدسعزٙب 
(4،(5)3) 

 : Order Equationٚٔمقذ ثشرجخ اٌّؼبدٌخ 

 ٟ٘ اوجش اٚ )اػٍٝ( ِؾزك ِٛعٛد فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ .

 :Equation eDrgDD ايا دسرح انًؼادنح

ٟ٘ دسعخ اٚ )لٛح( اػٍٝ ِؼبًِ رفبمٍٟ فٟ اٌّؼبدٌخ  ثؾشه اْ رىْٛ ع١ّغ اٌّؼبِلاد اٌزفبم١ٍخ 

 خب١ٌخ ِٓ اٌمٜٛ اٌىغش٠خ. 

 ِضبي:



 اٌغبٔت إٌظشٞ                                                   اٌفقً اٌضبٟٔ                                       

 

 
12 

 

                                                                                      (   )                       

 ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ِٚٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ.اٌّزوٛسح آٔفب  اٌّؼبدٌخ  

 ار اْ :

É ٌٝٚاٌّؾزمخ الا : 

Xًِزغ١ش ِغزم : 

 اَىاع انًؼادلاخ انتفاظهُح    ،-،-،

 (Ordinary Differential Equation)انًؼادلاخ انتفاظهُح انؼادَح  : 1-،-،-،
 (3(5)5)

: 

ٚرذخً ف١ٙب ٚاؽذ اٚ   Z ( Z( ٚاٌّزغ١ش اٌزبثغ ١ٌٚىٓ)Zٟٚ٘ ػلالخ رشثو ث١ٓ اٌّزغ١ش اٌّغزمً ١ٌٚىٓ )

اوضش ِٓ اٌّؾزمبد اٌزفبم١ٍخ فبرا وبْ اٌّزغ١ش اٌزبثغ داٌخ فٟ ِزغ١ش ِغزمً ٚاؽذ فبٌّؼبدٌخ لا رؾزٛٞ 

 .٠أرّٟب الاػٍٝ ِؾزمبد ػبد٠خ ٚرىْٛ اٌقٛسح اٌؼبِخ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ و

                    

(3-2                                                                       )F(z,y,ý,ӳ,….)=0 

 

 مثال:  

(2-4)                                                                            
  

  
       

 اْ  إر

x ًاٌّزغ١ش اٌّغزم: 

Z اٌّزغ١ش اٌزبثغ : 

(Partial Differential Equation) : انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُح،-،-،-،
(3(5)53(5)61) 

)اٌّؼبدٌخ اٌزٟ رؾزٛٞ ػٍٝ اٌّزغ١ش اٌزبثغ غ١ش اٌّؼشٚف ِٚؾزمبرٗ  ٟ٘اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

٘زا إٌٛع ِٓ ٚ رؼزّذ ػٍٝ اوضش ِٓ ِزغ١ش ِغزمً ػٍٝ ػىظ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌؼبد٠خ (. إراٌغضئ١خ 

وضش اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ِؼمذح ٚا رؼٌذ إرٌٍشعبٌخ  ّؾٛس الاعبطاٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ٘ٛ اٌ
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فٟ  ثٛاعطزٙب ٠ّىٓ ٚفف اغٍت اٌظٛا٘ش اٌّبد٠خ إر١ّ٘خ ثبٌغخ أفؼٛثخ  ِٓ إٌٛع الاٚي ٚراد 

أْ ِغبلاد ِزؼذدح ِٓ مّٕٙب ِغبي د٠ٕب١ِى١ب اٌغٛائً .اٌىٙشثبء اٚ اٌزذفك اٌؾشاسٞ  ٠ّٚىٓ اٌمٛي 

وض١شح ِٓ اٌّؼبدلاد اٌزٟ  ػب  ٕ٘بن أٛا أْغٍت اٌف١ض٠بء اٌش٠بم١خ ٟ٘ ِؼبدلاد رفبم١ٍخ عضئ١خ وّب أ

ٓ اٌخبفخ ثبٌؾشوخ رٕذسط مّٓ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ِضً ِؼبدٌخ ِبوغ٠ًٛ ِٚؼبدلاد ١ٔٛر

اٌٛاعغ ٌٍّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ فٟ ِغبلاد  الاعزؼّبيٚغ١ش٘ب  ِٓ اٌّؼبدلاد الاخشٜ ٚثغجت 

ِزؼذدح ِٚخزٍفخ فمذ افجؾذ اداح ِف١ذح ٌٛفف ِب روش عبثمب  ِٓ ظٛا٘ش اٌؼٍَٛ ٚإٌّبرط إٌٙذع١خ  ٌزا 

 .ك ؽٍٙب ائب ٚهش٠غت اْ ٔىْٛ ػٍٝ دسا٠خ وبٍِخ ثىً ِب ٠خـ اٌّؼبدلاد ٚأٛاػٙ

    :الاآتً الجزئٌة بالشكل  ٌخاٌؼبَ ٌٍّؼبد الأّٛرط٠ّىٓ وزبثخ ٚ

 .         
  

  
    

  

  
    

   

   
   /                                           (   )                

 اراٌ:

G سِض ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ : 

Z ِزغ١ش ربثغ     : 

X ,y ِٓزغ١ش٠ٓ ِغزم١ٍ  : 

  

  
 ((y( ثذلاٌخ  (z: اٌّؾزمخ اٌغضئ١خ ٌٍّزغ١ش اٌزبثغ    

 تصُُف انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح :   1-،-،-،-،

  رقٕف اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ؽغت :

((Order Of PDEانشتثح  .1
(54)

ٟ٘ رشر١ت اػٍٝ ِؾزك عضئٟ ٠ظٙش فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ : 

 .رىْٛ اٌّؼبدٌخ اٌغضئ١خ راد سرجخ اٌٚٝ ،صب١ٔخ ٚاٌضبٌضخٚلذ 
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 يخال :

                 (korteweg -de vries equation)                                (2-6) 

                                                           

 يؼادنح تفاظهُح رضئُح يٍ انشتثح انخاَُح.

(korteweg-de vries equationٚرؼُشف ِؼبدٌخ) 
(54)

ػٍٝ أٙب ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ عضئ١خ غ١ش خط١خ 

                         (.t( ٚٚلذ )(X( ٌّزغ١ش٠ٓ ؽم١م١١ٓ  ثّغبفٗ Øٌذاٌخ ِب )

انذسرح  .،
(2)

(Degree Of PDE)  : اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٟٚ٘ أط اػٍٝ ِؾزك عضئٟ ٠ظٙش فٟ اٌّؼبدٌخ

 . ٠ىْٛ الاط ػذدا  فؾ١ؾب  غ١ش عبٌتثؾشه اْ 

 اَىاع انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح : ،-،-،-،-،

  (Linear Partial Differential Equation)اولاً :انًؼادنح انزضئُح انخطُح 
(3،(5)8)

   

٠مبي اْ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ رىْٛ خط١خ ارا وبْ اٌّزغ١ش اٌزبثغ ٚع١ّغ ِؾزمبرٗ اٌغضئ١خ رؾذس   

فمو خط١ب  اٞ رىْٛ غ١ش ِنشٚثخ فٟ ثؼنٙب ٚرىْٛ ِٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ فمو ٚلذ رىْٛ ِٓ اٌشرجخ 

 .  الاٌٚٝ اٚ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ

 .الخطٌة  من الرتبة الاولى لجزئٌةا٠ٛمؼ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  ّٔٛرط ا٢رٟ الا

 (   )   (   )   (   )  (   )   (   )  (   )              (   )                                  

 .ٌغضئ١خ اٌخط١خ ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخرّضً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ا ا٢ر١خٚاٌّؼبدٌخ 

     
                   (the wave equation)                        (2-8) 

Non Linear Partial Differential Equation)انًؼادنح انزضئُح انلاخطُح )حاَُاً :
(61)(5،،) 

  ػٍٝ اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ راد اٌزشر١ت الاػٍٝ  ٟرؼزّذ ثؾىً غ١ش خطخط١خ اٌاٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ غ١ش   

لٛح اٌّزغ١ش اٌزبثغ ٚع١ّغ ِؾزمبرٗ اٌغضئ١خ غ١ش اٌٛاؽذ ٚرىْٛ ِؼبِلاد اٌّزغ١ش اٌزبثغ ِٚؾزمبرٗ ١ٌغذ اٞ اْ 

 .صٛاثذ  اٚ ِزغ١شاد ِغزمٍخ
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 يخال:

     ( )         (Non- linear Poisson equation)                      (2-9)              

 ار اْ :

 (uفشق اٌزغ١ش اٌغٍجٟ ٌـ )    :

F(u)اٌذاٌخ : ( بالنسبة لـu) 

-Homogeneous and Non)حانخاً:  انًؼادنح انزضئُح انًتزاَغح وغُش انًتزاَغح 

Homogeneous Partial Differential Equation) 
(61(5)3،(5)34(5)4)

 : 

ٚارا وبْ اٌغبٔت الا٠ّٓ  ٔفغٙب ٠مبي ٌٍّؼبدٌخ اٌغضئ١خ أٙب ِزغبٔغخ ارا وبٔذ اٌذاٌخ ِزغبٔغخ ِٚٓ اٌذسعخ

فزىْٛ غ١ش ِزغبٔغخ ٔفغٙب ٌٍذاٌخ ٠غبٚٞ ففشا  اِب ارا وبْ لا ٠غبٚٞ ففشا  ٚاٌذاٌخ ١ٌغذ ِٓ اٌذسعخ 

 ٚلذ رىْٛ ِزغبٔغخ اٚ غ١ش ِزغبٔغخ خط١خ. 

 ِضبي:

                                                                   (    )                                       

                                        

  ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ عضئ١خ ِزغبٔغخ

    

  
  

  

  
                                                               (    )                                           

                                                                         

   ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ عضئ١خ غ١ش ِزغبٔغخ 

ق حم انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُحائغش 3-،-،-،-،
 (1)

  

عبثمب  ٌّٚؼشفخ و١ف١خ ؽٍٙب ثؾ١ش رزؾمك  ٔبٔظشا  ٌّب ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ِٓ ا١ّ٘خ ثبٌغخ وّب روش

ك وض١شح عذا  ِطجمخ ػ١ٍّب  ٚاوضش٘ب ا١ّ٘خ ائهشثؼل اٌؾشٚه الاثزذائ١خ ٚثؼل اٌؾشٚه اٌؾذٚد٠خ ٕ٘بن 

 ٚعٕىزفٟ ثزوش ثؼنٙب.ك اٌزٟ ثبرجبػٙب رزؾٛي اٌّؼبدٌخ اٌغضئ١خ اٌٝ ػبد٠خ ائرٍه اٌطش

ِٓ (  ٠nً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ راد )فقً اٌّزغ١شاد : ٟٚ٘ اٌطش٠مخ اٌزٟ ف١ٙب ٠زُ رؾٛ-1

 ِٓ اٌّؼبدلاد الاػز١بد٠خ . (n)اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ اٌٝ 
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ِٖ اٌطش٠مخ رؾ٠ًٛ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ راد )-2 ِٓ اٌّزغ١شاد  (nاٌزؾ٠ٛلاد اٌزىب١ٍِخ : ٠زُ فٟ ٘ز

ُ ٠ّىٓ رؾ٠ًٛ اٌّؼبداح اٌزفبم١ٍخ ِٓ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ ِٚٓ ص (n-1اٌّغزمٍخ اٌٝ ِؼبدٌخ عضئ١خ راد )

 اٌغضئ١خ راد اٌّزغ١ش٠ٓ اٌٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ اػز١بد٠خ.

رجذ٠ً اٌّزغ١شاد :ثٙزٖ اٌطش٠مخ ٠زُ رؾ٠ًٛ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌٝ عضئ١خ ثق١غخ اعًٙ ٚرٌه -3

 ثزجذ٠ً ِزغ١شاد اٌّغأٌخ )وبٌزذ٠ٚش اٚ ِب ؽبثخ رٌه ( اٚاٌٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ػبد٠خ .

رؾ٠ًٛ اٌّزغ١ش اٌزبثغ : ٚفٟ ٘زٖ اٌطش٠مخ ٠زُ رؾ٠ًٛ اٌّغٙٛي اٌٝ ِغٙٛي اخش ٠ّىٓ ؽغبثخ ثطش٠مخ  -4

  أعًٙ .

  (Methods of Estimation(غشائق انتقذَش  2-4 

فٍ ػًهُح تقذَش انًؼهًاخ انًزهىنح نهًؼادلاخ  تغتؼًمَغتؼشض تؼط غشائق انتقذَش انتٍ 

انتفاظهُح انزضئُح  ويُها غشَقح الايكاٌ الاػظى .غشَقح انؼًهُح انكاو عُه . وغشَقح تُض 

 ونخصىصُح انؼًم يغ انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُح  .

  (43(5)5،(5)9،)(15،(5)18)الايكاٌ الاػظى نتقذَش يؼهًاخ انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُح غشَقح 4-1-، 

of PDE  Maximum Likelihood Method for estimate parameters 

٠زُ ّٔزعٗ اٌؼذ٠ذ ِٓ اٌظٛا٘ش اٌزٟ رٕؾأ فٟ ِغبلاد ِخزٍفخ ِضً اٌّٛاسد اٌّب١ٌخ ، ٚػٍُ الأؽ١بء ، 

{   ٚاٌزٟ Xtػ١ٍّخ أزؾبس راد ل١ّخ ؽم١م١خ  } ثبعزؼّبيٚاٌج١ئخ ، ِٚغبلاد أخشٜ فٟ ٚلذ ِغزّش 

رّٕزط وّؼبدٌخ رفبم١ٍخ عضئ١خ رزنّٓ ػٛاًِ خط١خ رؼزّذ ػٍٝ ِؼٍّبد ِغٌٙٛخ ٠زُ رمذ٠ش٘ب ثّٛعت 

هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ثبلاػزّبد ػٍٝ ِجذأ رٛعؼخ ٔطبق اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح فٟ ظً اعبط ِزؼبِذ 

Orthogonal Bases   اٚي  إ٠ٌٝغزٕذM  ًاٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح ثزؾ٠ٍٛٙب اٌٝ عٍغٍخ ثبعزؼّبي رؾ٠ٛ ِٓ

 فٛس٠ش . 

ٚاْ  (i=1,2,….,N)أْ   إر،  ti{ اٌزٟ رّضً  ٔمبه اٌج١بٔبد ػٕذ اٌضِٓ Xtفٍٕفشك أٗ ٌذ٠ٕب اٌؼ١ٍّخ }

tN>…..> t1> t0≥0=  

ٔمبه اٌج١بٔبد  إٌٝاٌزٟ رغزٕذ 
T
 X=(Xt1,……,XtN) 

فبْ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌزٟ رغزؼًّ ٌّٕزعخ  )     (           فبرا وبٔذ ٌذ٠ٕب اٌذاٌخ

 ٘زٖ اٌذاٌخ وب٢رٟ:



 اٌغبٔت إٌظشٞ                                                   اٌفقً اٌضبٟٔ                                       

 

 
17 

 

 4              
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
     5    

(    )      

 
  

  
 (               ) (   )   (   )                 … (2-13) 

k=0, 1, 2,….., K 

 ٚاٌزٟ ٠ّىٓ اْ رىزت ثبٌؾىً ا٢رٟ:

 .              
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
     /  

  

  
 

   (   )   (   )       (    )  

 إر أْ:

)وأْ رىْٛ دسعخ   tٚػٕذ اٌضِٓ  x( ػٕذ ٔمطخ ِؼ١ٕخ Observed Valueّؾب٘ذح )اٌ ل١ّخ (   ) 

 ؽشاسح ، اسرفبع ِغزٜٛ عطؼ اٌجؾش(

ٚ٘ٛ اٌؼبًِ اٌزٞ  ٠زؾىُ ثبٌى١ّخ اٌّمبعخ اٚ ِب٠ذػٝ ثؼبًِ ( Linear Operatorػبًِ خطٟ )    

، ِؼبِلاد اؽزىبن(  ٠ٚؼزّذ ػٍٝ ِزغٗ الأزؾبس اٚ اٌزجذ٠ذ )٠ّىٓ اْ ٠ّضً عشػخ أزمبي، ػ١ٍّخ أزؾبس

   k=0,1,2,…..,K،   (            )  اٌّؼٍّبد 

و١ّبد رذػٝ ِؼبِلاد الأزؾبس اٌخبفخ ثبٌؼبًِ اٌخطٟ)  (            )  ٚاْ اٌّؼٍّبد 

 عشػخ أزؾبس اٚ ِؼبًِ اؽزىبن(

 (   ) (  (white noise  ٌلأّٔٛرط ٟٚ٘ اٌّغبي اٌؼؾٛائٟ ٠ّٚضً اٌّقبدس اٌّٛصػخ ػٕذ إٌمطخ

xϵ G  ْٚاG  ٞػ١ٍّخ وبٚع١خ   ٘ٛ اٌّغبي اٌّؾذد فٟ اٌفنبء الا ل١ٍذ ٟ٘ٚ .Gaussian 

distribution   ِٓفٟ اٌضt    .ثّزٛعو ففش ٚلا رؾزٛٞ اٞ ِؼٍّبد ِغٌٙٛخ 

فٟ  (   ) ثبعزؼّبي ِجذأ رٛعؼخ ٔطبق اٌّؾب٘ذح     ٚلإ٠غبد ِمذس الاِىبْ الاػظُ ٌّزغٗ اٌّؼٍّبد 

 رُ ل١بعٙب )ِؾب٘ذرٙب( :   (   ) د و١ّب mاٚي  إٌٝظً ِمذس ٠غزٕذ 
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  ( )       ( ) , t ϵ [0, T] 

 ( ٌؾغبة ِغّٛع اٌى١ّبد اٌّمبعخ ٚوب٢رٟ:Fourier transformationٚثبعزؼّبي رؾ٠ًٛ فٛس٠ش  )

 (   )  ∑   ( )  ( )          … (2-14) 

( Eigen Functions( ِٓ اٌذٚاي ا١ٌّّضح )Orthogonalٔظبَ ل١بط ِزؼبِذ ) ( )   ار أْ 

m=1,2,….. ٔ ٛ٘ٚ ٟظبَ ٚؽذح ل١بعOrthonormal system   ًِثؾ١ش أْ :   ٌٍؼٛا 

    ( )       ( )                                             (    ) 

 ٠طبثك :ٚاٌزٞ 

(      )   ( )                                                                 (    ) 

                                                            (    )                

 ٚأْ:

∫   ( )  ( )

 

                                                    (    ) 

 إر: 

 اٌؾم١م١خ اٌّمبثٍخ  (Eigen Values)اٌم١ُ ا١ٌّّضح      

  هج١ؼ١١ٓ. ػذد٠ٓ فؾ١ؾ١ٓ ْاص١ٕٓ ػبدح ِب ٠ىٛٔب ِزغ١ش٠ٓ راد داٌخ     

 

 ثبٌم١ُ ا١ٌّّضح :

  ( )                                                         (    ) 

 اٌم١ُ ا١١ٌّضح اٌّمبثٍخ ٌٍذٚاي ا١ٌّّضح     

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D8%A7%D9%84%D8%A9_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%D9%8A%D8%B1_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%D9%8A%D8%B1_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D8%AF%D8%AF_%D8%B5%D8%AD%D9%8A%D8%AD
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D8%AF%D8%AF_%D8%B5%D8%AD%D9%8A%D8%AD
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٠ٚشِض ٌٗ     الال١ٍذٞفٟ اٌفنبء  𝛩مّٓ فنبء اٌّؼٍّخ اٌّؾذد   ٚاْ ل١ُ ِزغٗ اٌّؼٍّبد اٌّغٌٙٛخ 

: 

         ( )                                                               (    ) 

رىْٛ    ؾبٌخ فبْ عٍغٍخ اٌ زٖففٟ ٘ ..…,m=1,2،    ٌٕٚفشك ثبٔٗ ٌذ٠ٕب ػذد ِٓ اٌذٚاي ا١ٌّّضح 

 غ١ش ِزٕبلقخ

                   

اْ  ِٚبداَوّم١بط ٌلأّٔٛرط ،  ( )       ( )   ٌزٌه ع١زُ الاؽبسح اٌٝ اٚي اٌذٚاي ا١ٌّّضح 

 رٛعؼخ اٌؾً وب٢رٟ: ُعززٌزٌه  لا  ك اْ ٠ىْٛ ٔظبَ ٚؽذح ل١بع١خ  وب٠ِفزش {( )  }إٌظبَ  

 (   )  ∫  (   )
 

  ( )                                                 …(2-21) 

 ٚاْ عؼخ وً ِم١بط رؾذد وّب ٠أرٟ: 

  ( )  ∫  (   )
 

  ( )                                              …(2-22) 

 ِٓ اٌم١بعبد اٌّؾب٘ذح   اٌّؼٍّبد اٌّغٌٙٛخ ٌٚزمذ٠ش ل١ّخ ِزغٗ 

  ( )       ( ) 

ٚ٘ٛ  tϵ(0,T)اٌض١ِٕخ   اٌّذحػٕذ  𝛩ِؼشفخ )صبثزخ( ػٍٝ ِٕطمخ ِؾذدح ِٓ فنبء اٌّؼٍّخ   ٔفزشك اْ 

 .         ػذد ِؾذد ِٓ الاٚلبد اٌض١ِٕخ  

اٌزٞ ٠ّضً ِزغٗ وأٚعٟ   m=1,2,….,M  ٚn=1,2,….N،  (  )  ١ٌٚىٓ ٌذ٠ٕب ِزغٗ اٌّؾب٘ذاد 

(Gaussian Vector)  ٌٗ فغزىْٛ اٌؼ١ٕخ اٌزٟ ع١زُ اخز١بس٘ب ِٓ الأّٛرط اٌّزنّٓ      ٠شِض

، فأْ داٌخ اٌىضبفخ الاؽزّب١ٌخ عزىْٛ  (  )  ٌٍـ  ( )    رٛص٠غ اؽزّبٌٟ  ٌٙب  اٌّؼّبد اٌّغٌٙٛخ 

 وب٢رٟ:

    ( )  
     ( )

  
…                                                       … (2-23) 
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 : وبلارٌٟزٌه عٛف ٔؼشف داٌخ الاِىبْ اٌزبثؼخ ٌٙزا اٌزٛص٠غ الاؽزّبٌٟ 

  ( )    (    )     .    (     )/                         …(2-24) 

اْ داٌخ  ٍؾعاٌّغٌٙٛخ . ٚٔ٘ٛ اٌم١ُ اٌؾم١م١خ ٌّزغٗ اٌّؼٍّبد  (               )   ار أْ 

فمو ثقٛسح غ١ش ِجبؽشح ثٛاعطخ ث١بٔبد اٌؼ١ٕخ ٌزٌه فبْ ِزغٗ اٌّؼٍّبد     الاِىبْ رؼزّذ ػٍٝ  

( MLEعٛف ٠ىْٛ ِمذس الاِىبْ الاػظُ ) ( )  اٌزٞ ٠ؼظُ داٌخ الاِىبْ   ̂ اٌّغٌٙٛخ اٌّمذسح 

 ٌّزغٗ ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ . 

ثذلا  ِٓ فنبء    فنبء الال١ٍذٞ ٌٚىٓ فٟ ؽبٌخ اٌّؾب٘ذاد اٌّغزّشح رىْٛ اٌؼ١ٕخ داٌخ ِغزّشح فٟ اٌ

ال١ٍذٞ ِؾذد  ٔٙبئٟ وّب فٟ ؽبٌخ اٌج١بٔبد اٌّزمطؼخ ٌزٌه فبْ داٌخ اٌىضبفخ الاؽزّب١ٌخ لاِّىٓ اْ رؾذد 

ثذاٌخ وضبفخ  ( 24-2فٟ ِؼبدٌخ )     وّب فٟ اعٍٛة اٌج١بٔبد اٌّزمطؼخ عبثمب  ٌزٌه ع١زُ اعزجذاي 

Radon-Nikodym) :ٟوب٢ر  ) 

    ( )     4
     ( )

      ( )
(     )5                                        … (2-25) 

ِٚٓ رٌه   (   ) ٌـ  Rٌؼبًِ اٌزجب٠ٓ اٌّؾزشن اٌّىبٟٔ  ( )  ٚعٛف ٔفشك ثبْ اٌذٚاي ا١ٌّّضح 

 ٠ٕزظ : 

 (   )  ∑ 𝜎 
 
     ( )  ( )                                            …(2-26) 

 ار أْ:

 𝜎 
  ( )  اٌّمبثً ٌٍٕظبَ  R٘ٛ اٌم١ّخ ا١ٌّّضح ٌٍـ   

 ٘ٛ اٌز٠ٛؼ الاث١ل اٌزٞ ٌٗ رٛص٠غ وبٚعٟ ثّزٛعو ففش  ( )  

 عٛف ٔفشك ثبْ   (   ) ِٓ ِؾذٚدٞ رجب٠ٓ اٌزؾ٠ٛؼ الاث١ل  ٚرجب٠ٓ  ٌٍٚزأوذ

∑ 𝜎 
  

    ∑ 𝜎 
    

   ( )                                              …(2-27) 

عزىْٛ ِغزمٍخ ٚرؾمك ( 2-22فٟ اٌّؼبدٌخ ) ( )  ( فبْ عؼخ 2-26فبرا رؾمك اٌؾشه فٟ اٌّؼبدٌخ )

 اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ اٌزقبدف١خ الاػز١بد٠خ :
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  ( )    ( )   𝜎   ( )                                      …(2-28) 

  ِغٌٙٛخ ٚاؽذح ٌزىٓ ِؼٍّخاٌّشوجبد فٟ ؽبٌخ ِٓ  Mِٚٓ رٌه ٠ّىٓ اؽزمبق داٌخ الاِىبْ لأٚي  

 ٚػبًِ ِؾزشن رارٟ ٚاؽذ فغزىْٛ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ الار١خ :      

  

  
 (      ) (   )   (   )                                          … (2-29)  

رىْٛ ثبٌؾىً  (28-2)ِٓ اٌّشوجبد فٟ اٌّؼبدٌخ  Mففٟ ؽبٌخ اٌج١بٔبد اٌّزمطؼخ فبْ داٌخ الاِىبْ لاٚي 

 ا٢رٟ:

  (    )  ∑*   
  ( )

  (  )
 

 

   

 ∑   
       ( )   

       (  )   
 

   

   

 

 (    )
   
𝜎 
 

  (  )   
 

𝜎 
 
∑ [

 

       (  )   
] +  

   

   

           (    )       

     ،               ،             ارا اْ 

رىْٛ  (28-2)ِٓ اٌّشوجبد فٟ اٌّؼبدٌخ  M لأٚيٚفٟ ؽبٌخ اٌّؾب٘ذاد اٌّغزّشح ، فبْ داٌخ الاِىبْ 

 ثبٌؾىً ا٢رٟ:

  (    )  

(    )∑ ∫ 4
   

  
   ( )   ( )  

      

  
   

 ( )   
 ( )5  

 

 
 
    

 
(     

 )

 
∑ ∫ .

   
 

  
   

 ( )   
 ( )  

   
    

 

  
   

 ( )   
 ( )  /

 

 
 
         

…(2-31) 

( ِٚغبٚارٙب ثبٌقفش عٕؾقً ػٍٝ 2-31ثؼذ اؽزمبق اٌق١غخ )   ٌٍّؼٍّخفبْ ِمذس الاِىبْ الاػظُ 

 ا٢رٟ:



 اٌغبٔت إٌظشٞ                                                   اٌفقً اٌضبٟٔ                                       

 

 
22 

 

 ̂  ∑ ∫ .
   

  
   ( )   ( )  

      

  
   

 ( )   
 ( )  /  

 

 
 
    

∑ ∫ .
   
 

  
   

 ( )   
 ( )  

   
    

 

  
   

 ( )   
 ( )  /

 

 
 
           …(2-32) 

عٕفشك ِزغٗ ِٓ اٌؼٛاًِ اٌزار١خ                ِٓ اٌّؼٍّبد اٌّغٌٙٛخ  k>1ٚفٟ ؽبٌخ رمذ٠ش 

،                 ١ّضح اٌؾم١م١خ  اٌزٟ رىْٛ ٌٙب اٌم١ُ اٌّ             اٌّؾزشوخ 

m=1,2…..,   فبْ اٌّؼبدٌخ اٌؼبِخ ٌزمذ٠شاد الاِىبْ الاػظُ ٌٍّؼٍّبد اٌّغٌٙٛخ فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ

 اٌغضئ١خ وب٢رٟ: 

            (
∑         

   
   

√∑   
    

   
 √∑   

    
   

 

)        …(2-33) 

 ار أْ:

     ( )                      

 ػذد ِٛعت  

ثٕظش الاػزجبس ثبلافزشاك  رأخزفٟ ؽبٌخ اٌّؾب٘ذاد اٌّزمطؼخ فبْ خبف١خ اٌزمبسة ِٓ اٌزٛص٠غ اٌطج١ؼٟ 

 ا٢رٟ:

(∑
      

  
  

 
   )  (θ)       ( -34) 

 ار اْ :

 اٌىج١شح  Mػٕذ اٌى١ّبد  ٚوفؤحغ١ش ِٕؾٍخ  k x k٘ٛ ِقفٛفخ      

 (θ)     ٌىً   <     ( )       داٌخ رؾمك اٌؾشه𝛩ϵθ  

  صٛاثذ    ٚ     
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عن طريق استعمال اْ رؾً ثبٌطشائك اٌزؾ١ٍ١ٍخ الاػز١بد٠خ  ٓلا ٠ّى( 33-2(  ٚ )2-34ٚاٌّؼبدٌز١ٓ )
  Lindsay , & Martin , 2003 خهارزمية 

انؼًهُح انكاوعُح نتقذَش يؼهًاخ انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُح  ،-4-،

(37(5)55(5)،4(5)47(5)13(5)51(5)16(5)46(5)61) 

Gaussian Process for estimate parameters of PDE  

  Kriging,1951)وش٠غ١ٕه ِٚبص١شْٚ ٌذِْشح ِٓ  لأٚي(  GPاؽزمذ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ )

(Matheron,1963  أؾذاس. وأّٔٛرطثبعزؼّبٌٙب  ا١ٌّبٖفٟ ّٔزعخ ِقبدس 

( رزجغ اٌزٛص٠غ اٌىبٚعٟ ِزؼذد اٌّزغ١شاد Observeاٌّؾب٘ذح )  أْرفزشك اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ 

(Multivariate Gaussian distribution( اٌزٞ ٠ىْٛ داٌخ اٌزغب٠ش )Covariance Function )

داٌخ ٌج١خ  ِضًٌٗ ِزغبٔغخ ِٚغزمشح ٚرؼزّذ فمو ػٍٝ اٌّغبفخ ث١ٓ ٔمطز١ٓ،  ٚاْ داٌخ اٌزغب٠ش رؼذ 

(Kernel:ٟ٘ وّم١بط ٌٍزمبسة ث١ٓ ٔمطزٟ ِؾب٘ذاد ٚف١غزٙب اٌش٠بم١خ ٟ٘ٚ ) 

 (    )  𝜎 
 ( 

 

 
∑

(     
 )

 

  
 

 
   )                                   … (2-35) 

 ار أْ:

m ثؾ١ش أْ    ٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ )ثؼُذ ِغبي الادخبي( فٟ ػذد ا      

   ِم١بط هٛي ٌٍّزغ١ش اٌّغزمً    
    

𝜎   ِؼٍّخ اٌم١بط ٌذاٌخ اٌزغب٠ش 

 Hyper parametersالى المعلمات الفوقٌة ) - 𝜎            ,  ٚعززُ الاؽبسح اٌٝ اٌّزغٗ 

 ( لدالة التغاٌر 

 squared exponentialاٌزغب٠ش ٚاٌزٟ رذػٝ ا٠نب  ثذاٌخ اٌزغب٠ش الأعٟ اٌّشثؼخ )اْ داٌخ 

covariance function  .  رىْٛ داٌخ لبثٍخ ٌٍزفبمً اٌلأٙبئٟ ٌزٌه رىْٛ داٌخ ِّٙذح عذا ) 
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ٌٚق١بغخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ، ٠زُ اعزؼّبي اٌخبف١خ اٌؾشه١خ ٌٍزٛص٠غ اٌىبٚعٟ اٌؾشهٟ ، اٞ ارا وبٔذ 

 حِؾزشن فبْ رٛص٠غ ِغّٛػخ ٚاؽذ وأٚعِٟغّٛػزبْ ِٓ اٌّزغ١شاد اٌؼؾٛائ١خ ٌٙب رٛص٠غ  ٕ٘بٌه

  وأٚعٟ.٘ٛ ا٠نب  رٛص٠غ  ثبلأخشِٜؾشٚه 

 فٍزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌؼ١ٍّخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ا٢ر١خ:

 4                
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
     5

                                                                                            (    ) 

 ار أْ:

y ) اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ )ِزغ١ش اٌؾبٌخ ٛ٘ 

 ٟ٘ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ   (           )   

θ  ِزغٗ ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

رغزؼًّ اٌؼ١ٍّخ  (GPPDE) فبْ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

اٌىبٚع١خ ٌّٕزعٗ ِؾب٘ذاد اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ )ِزغ١ش اٌؾبٌخ( ٚرمذ٠ش ِؾزمزٗ اٌّنّٕخ فٟ اٌّؼبدٌخ 

فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ػٕذ اٞ ٔمطخ ِؾب٘ذح ٠ؼطٝ ثبٌؾىً  ٚاْ ِزغٗ اٌجٛالٟ اٌغضئ١خاٌزفبم١ٍخ 

 ا٢رٟ:

 

  4                
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
        5  

                     (    )            

 ٘ٛ ؽبفً دِظ  وً اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ ٌّزغ١ش اٌؾبٌخ.     ( )   ار اْ اٌشِض 

٠ّىٓ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ِٓ ثبفزشاك رٛص٠غ ٌٍجٛالٟ )الاخطبء( ِٚٓ صُ رطج١ك  θفبْ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد 

وبسٌٛ ٌٍؼ١ٍّخ اٌزقبدف١خ )  -هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ ٚ هش٠مخ اٌزمذ٠ش اٌج١ضٞ ثبعزؼّبي ِؾبوبح ِٛٔذ

(MCMC :ٟوب٢ر 
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    ∑  4                
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
        5

 

               

 

       (2-38) 

 الاخطبء اٌجٛالٟ لاثذ ِٓ رمذ٠ش أّٛرط أؾذاس اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚوب٢رٟ: فلإ٠غبد

 ٌذ٠ٕب اٌّغّٛػخارا وبٔذ 

  *(    ̃ )                 
    ̃   + 

 ار اْ :

 (  ) mِزغٗ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ )ِزغٗ الادخبي(  فٟ اٌفنبء الال١ٍذٞ رٚ اٌجؼذ    

 (Rاٌم١ّخ اٌّؾب٘ذح اٌّمبثٍخ ٌٍّزغ١ش اٌّؼزّذ فٟ اٌفنبء الأل١ٍذٞ اؽبدٞ اٌجؼذ )  ̃ 

N    ػذد اٌّؾب٘ذاد 

    ِٚغّٛػخ اٌّؾب٘ذاد اٌّغّؼخ ٌٍّزغ١شاد اٌّغزمٍخ      ثبٌّقفٛفخ  ٠ٚDّىٓ رّض١ً اٌّغّٛػخ 

      ثبٌّزغٗ    ̃ ِٚزغٗ اٌّؾب٘ذاد اٌّغّؼخ ٌٍّزغ١ش اٌّزؼّذ 

ٚاْ اٌّؾب٘ذاد ع١ىْٛ ٌٙب اخطأ ػؾٛائ١خ )رؾ٠ٛؼ( ِغزمٍخ ِٚزّبصٍخ اٌزٛص٠غ ٠ٚفزشك اْ ٠ىْٛ ٌٙب 

 أٞ أْ :  𝜎ّزٛعو ففش ٚأؾشاف ِؼ١بسٞ رٛص٠غ هج١ؼٟ ث

 ̃      (  𝜎 
 )                                                                   … (2-39) 

٠ٚغّٝ ِزغٗ     ثبٌّزغٗٚع١ّؼٙب ٠ؼجش ػٕٙب     ػٕذ اٌّٛلغ اٌم١ّخ اٌؾم١م١خ ٌٍّزغ١ش اٌّؼزّذ   ار اْ 

   ِٚقفٛفخ رغب٠ش  ( )  اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ )ِزغ١ش اٌؾبٌخ( اٌزٞ ٠زجغ اٌزٛص٠غ اٌىبٚعٟ ثّزٛعو 

   (  ( )  )                                                                            …(2-40) 

 ارا أْ :

  Nx1ِزغٗ رٚ ثؼذ    
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K  ِقفٛفخ رغب٠ش ٚرىْٛ ِؾذدح ِٛعجخPositive Definite  راد ثؼذNxN اْ  إرk=k(X,X) 

٠ٚؾبس ٌٙب ثذاٌخ  Xػٕذ ٔمبه اٌج١بٔبد اٌّؾب٘ذح  GPِزغٗ اٌّزٛعطبد ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ  ( )  

ٚاٌزٞ فٟ ِؼظُ اٌؾبلاد  لذ لا ٠ىْٛ اٌّزٛعو اٌّغجك   Prior mean functionاٌّزٛعو الأ١ٌٚخ 

ٌٗ ؽقبٔخ وبف١خ لاٌزمبه الارغب٘بد فٟ اٌج١بٔبد ؽزٝ إرا رُ أخز  GPّٔٛرط إ، ٌٚىٓ  ب  اٚ ِزبؽ ب  ِؼٍِٛ

( ػٕذ ٔمطخ ث١بٔبد عذ٠ذح   اْ الأّٛرط اٌزٕجؤٞ ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ )ػٍٝ أٔٗ ففش أٚ ل١ّخ  GPِزٛعو 

 ( ٠ؼطٝ وب٢رٟ:  )

    (  (  )    )                                                                 …(2-41) 

 ارا أْ:

 ٌٕمبه اٌج١بٔبد اٌغذ٠ذح  Nx1ِزغٗ رٚ ثؼذ     

 اْ  إر NxNراد ثؼذ  Positive Definiteِقفٛفخ رغب٠ش ٚرىْٛ ِؾذدح ِٛعجخ     

   = (  ,   )  

 ٘ٛ :    ٚ  ̃ ٌـ  ٚاْ اٌزٛص٠غ اٌّؾزشن

[
 ̃
  
]   46

  ( )

  (  )
7  6

  𝜎 
    

  
    

75                               … (2-42) 

 وب٢رٟ:  ٚعٟأاٌخبف١خ اٌؾشه١خ ٌٍزٛص٠غ اٌى اٌٝفبْ اٌزٛص٠غ اٌزٕجؤٞ ثبلاعزٕبد 

 (  │     𝜎     ̃)   (      )                                          (    ) 

 إر أْ:

   [  |     𝜎     ̃] 

       (  )    
 (  𝜎 

  )
   

( ̃    ( ))                    …(2-44a) 

     [  |     𝜎     ̃] 

           
 (  𝜎  )      𝜎 

                                   …(2-45b) 
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ٌزغب٠ش ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاٌزٞ ٠ؼذ ِٓ اٌّؾبوً اٌزٟ اٌّؾىٍخ ا٢ْ ٟ٘ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد اٌفٛل١خ فٟ داٌخ ا

رٛاعٗ اٌجبؽض١ٓ ٚاٌزٟ ٕ٘بٌه ػذح هشائك ٌزمذ٠ش٘ب ار رؾ١ش اٌّؼٍّبد اٌفٛل١خ اٌٝ اٌّؼٍّبد فٟ داٌخ 

اٌزٞ ع١زُ اعزؼّبي   - 𝜎            ,  اٌزغب٠ش ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ اٌزٞ رُ الاؽبسح ٌٙب ثبٌّزغٗ 

( ٌزمذ٠ش٘ب ٚاٌزٟ ٠ّىٓ Maximum Marginal Likelihoodػظُ  اٌؾذ٠خ )هش٠مخ الاِىبْ الا

 اٌفٛل١خ ٚوب٢رٟ :  اٌّؼٍّخ( ثّؼ١ٍِٛخ y) اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ثأخز اٌذاٌخ اٌؾذ٠خ ٌـ

 ( ̃│    𝜎 )  ∫ ( ̃  |    𝜎 )      

                             ∫  ( ̃|      𝜎 ) ( |   )                      … (2-46) 

̃ ٚثّب اْ    ̃   (  𝜎 
 فبْ: ( 

 ( ̃|      𝜎 )  
 

(  )
 
   

 
   ( 

 

   
 ( ̃   ) ( ̃   ))      … (2-47) 

(   | ) ٚاْ   ٘ٛ ػ١ٍّخ وبٚع١خ فأْ:    (  ( )  )  

 ( |   )  
 

(  )
 
    

 
 

   ( 
 

 
.    ( )/

 
  

  (    ( )))                         

                                                                                              … (2-48) 

 ٔؾقً ػٍٝ :   ( 𝜎    │̃ ) ( ٚاخز اٌٍٛغبس٠زُ اٌطج١ؼٟ ٌٍـ 2-48( ٚ )2-47ٚثغّغ اٌّؼبدٌز١ٓ )

   ( ( ̃│ ))    
 

 
. ̃    ( )/

 
  

  . ̃    ( )/  
 

 
   

   Log(2𝜋)                                                                           

… (2-49) 

 𝜎      ار أْ
    

ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٠زُ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ثزؼظ١ُ   ٚاْ رمذ٠شاد الاِىبْ الأػظُ ٌٍّؼٍّبد اٌفٛل١خ 

ٔؾقً ػٍٝ   ( ٚالاؽزمبق اٌغضئٟ ثبٌٕغجخ ٌٍّؼٍّخ 2-49ٌّؼبدٌخ )ٌٛغبس٠زُ الاسعؾ١خ اٌؾذ٠خ فٟ ا

 ا٢رٟ: 
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    ( ( ̃    ))

   
 

 
 

 
. ̃    ( )/

 
  

     
  

   
  

  . ̃    ( )/  
 

 
  .

   
  

   
  

  /        

                                             … (2-50) 

 وب٢رٟ:   𝜎   ٚ𝜎ٚ    ثبٌٕغجخ ٌٍّؼٍّبد اٌفٛل١خ     ٚاْ اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ ٌـ 

 ثّب أْ:

 (    )  𝜎 
 ( 

 

 
∑

(     
 )

 

  
 

 
   )                                                   (    )      

 فأْ :

  (   
 )   (    )  𝜎 

  

                   𝜎 
 ( 

 

 
∑

(     
 )

 

  
 

 
   )  𝜎 

                                        … (2-52)  

 فأْ: 

   (   
 )

   
 𝜎 

 ( 
 

 
∑

(     
 )

 

  
 

 
   )

(     
 )

 
 

  
                                 …(2-53) 

   (   
 )

   
  𝜎 ( 

 

 
∑

(     
 )

 

  
 

 
   )                                                  …(2-54) 

   (   
 )

   
  𝜎                                                                                     …(2-55) 

  Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)  ٚثبعزؼّبي  خٛاسص١ِخ 

وبٔؾشاف ِؼ١بسٞ ٌٍّزغ١شاد اٌّغزمٍخ  رؼذ (            )ٚاٌزمذ٠شاد الا١ٌٚخ ٌّمب١٠ظ اٌطٛي  

(Xٍٚاٌم١ُ الأ١ٌٚخ ٌّؼ )ّ خ اٌم١بط اٌفٛل١خ𝜎    ٚ𝜎   وبٔؾشاف ِؼ١بسٞ ٌٍّزغ١ش اٌّؼزّذ  رؼذy   ِمغِٛب

 .  √ػٍٝ 
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اْ اعزؼّبي اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٌزمذ٠ش اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٠زطٍت اؽزمبلبد ٌٍّزغ١ش اٌّؼزّذ ٔغجخ 

ػبًِ خطٟ ، ٚاْ ِؾزمخ اٌؼ١ٍّخ اٌزفبم١ٍخ ٟ٘ ػ١ٍّخ  رؼذٌٍّزغ١شاد اٌّغزمٍخ، ٚاْ ٘زٖ اٌّؾزمبد 

 (:    ( ٚ )  رفبم١ٍخ  فبْ اٌّؾزمخ الاٌٚٝ ٌّزٛعو ٚرجب٠ٓ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ )

   [  |     𝜎     ̃] 

       (  )    
 (  𝜎 

  )
   

( ̃    ( ))                     (2-56)       

 ٔغجخ ٌّزغ١ش الادخبي ٠ىْٛ وب٢رٟ:

 (    |   )   (    |    )   (       )                    (    )  

   
 

   
  [  |     𝜎     ̃]                                                    (    )                

        
 (  𝜎 

  )
   

( ̃    ( ))        

        
     

 (  𝜎  )     
                                     (2 - 59)                             

 ار أْ  

      ِ٘ٛقفٛفخ اٌزغب٠ش ٌٍـ      

  
 رزنّٓ داٌخ اٌزغب٠ش اٌّخزٍو ث١ٓ اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ ِٚؾزمبرٗ اٌغضئ١خ ِٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ  

(60-2                                          )   (y , 
 

   
   )  

 

   
  (    

 ) 

 

   ٚاٌزٞ ٠غّٝ ػجش اٌزغب٠ش ث١ٓ اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ ِٚؾزمبرٗ ، ٚاْ ػٕبفش اٌّقفٛفخ 
ٟ٘ داٌخ    

 اٌزغب٠ش اٌّخزٍو ث١ٓ اٌّؾزمبد اٌغضئٟ

                       (       
 

   
  

 

    
  )  

  

       
 (    )                (            )    

 ( ٌّؾزمبد اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ )ِزغ١ش اٌؾبٌخ( .٠Auto Covarianceش اٌزٍمبئٟ )ٚاٌزٟ رغّٝ اٌزغب
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 ٚاٌّؾزمبد اٌضب١ٔخ ٌٍؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ وب٢رٟ:

      
  

    
  [  |     𝜎     ̃] 

        
    (  𝜎 

  )
   

. ̃    ( )/                                        (    )        

  ارا أْ 
  ٠زنّٓ داٌخ اٌزغب٠ش اٌّخزٍو ث١ٓ ِزغ١ش اٌؾبٌخ ِٚؾزمبرٗ اٌغضئ١خ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ    

           (63 -2                               )   (y, 
  

    
   )  

  

    
  (    

 ) 

غشَقح تُض نتقذَش يؼهًاخ انًؼادلاخ انتفاظهُح انزضئُح   4-3-،
(61(5)15(5)39(5)41(5)44(5)19(5)14) 

Bayesian Method for estimate parameters of PDE  

رغزؼًّ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٌّٕزعخ الأظّخ اٌّؼمذح فٟ اٌؼٍَٛ اٌزطج١م١خ ِضً ػٍُ الاؽ١بء 

اٌخجشاء ثٕبء  ٌذٜٚاٌز٠ًّٛ ... ٚاٌخ ، ٚػبدح ِب ٠زُ الزشاػ اؽىبي ٌّٕبرط اٌّؼبِلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

ٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ِؼٍّبد مّٕٙب ػٍٝ ِؼشفزُٙ اٌغبثمخ ٚفُّٙٙ ٌٍٕظبَ ٚاٌزٞ غبٌجب  ِب رؾٛٞ اٌّؼبدٌخ ا

ٚاٌزٟ رّضً رفغ١شاد ػ١ٍّخ رىْٛ ِؾً ا٘زّبَ اٌخجشاء ٚاٌجبؽض١ٓ ٌٚىٓ فٟ اٌغبٌت رىْٛ ل١ُ رٍه 

اٌم١بعبد اٌّؾب٘ذح ٌزٌه إٌظبَ ٚرمذ٠ش اخطبء  ػٓ هش٠كاٌّؼٍّبد ِغٌٙٛخ ٚٔؾزبط اٌٝ رمذ٠ش٘ب 

 اٌم١بط. 

ٓ ؽٍٙب ثبٌطشائك اٌزؾ١ٍ١ٍخ الاػز١بد٠خ ٌٚىٓ ٠زطٍت ٚاْ اغٍت اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ لا ٠ّى 

الاِش ؽٍٙب ثبعزؼّبي هشائك اٌزؾ١ًٍ اٌؼذدٞ اٌزٟ رطٍت اٌؼذ٠ذ ِٓ اٌم١ُ الافزشام١خ ٚاٌزٟ غبٌجب  ِب 

٠ىْٛ اٌؼًّ ثٙب ٠زطٍت ػًّ ؽغبثٟ ِشرفغ  ، فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠غت ا٠غبد هش٠مخ ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ 

 ٍت ػًّ ؽغبثٟ ٚٚلذ الً ٚدلخ اوجش. اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ رزط

١خ اٌغضئ١خ اٌزٞ إٌّٙظ اٌج١ضٞ ِٓ الاعب١ٌت اٌىفؤح ٚاٌذل١مخ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبمٍ ٚرؼُذ

( فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ Basis functionػٍٝ رٛع١غ داٌخ الاعبط ) ٠ؼزّذ ثؾىً اعبط

( ثبعزؼّبي اٌج١بٔبد اٌخبفخ ثبٌٕظبَ اٚ (Joint posterior modelٚا٠غبد أّٔٛرط لاؽك ِؾزشن 

اٌؾبٌخ اٌّذسٚعخ ٚاٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٚرط٠ٛش أّٛرط ٘شِٟ عذ٠ذ ثبعزؼّبي ِؾبوبح عٍغٍخ 

ػٓ ار ٠زُ رّض١ً اٌؼ١ٍّخ اٌزٟ رّضً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ  (MCMC)وبسٌٛ -ِبسوٛف ِٛٔذ
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( ِٓ دٚي Linear combinationsرٛاف١ك خط١خ ) ػٓ هش٠ك  اٌزؼج١ش ػٕٙب وذاٌخ لاِؼ١ٍّخ هش٠ك

ثؾ١ش  P( ٚاٌزٟ ٠زُ رمذ٠ش٘ب ثبعزؼّبي اٌؾشائؼ ِٓ ٔٛع B-Spline) Bالاعبط اٌؾشائؼ ِٓ إٌٛع 

رىْٛ ِؼبِلاد دٚاي الاعبط ١ِّضح ثزٛص٠غ أٌٟٚ اٌزٞ ٠ؾزٛٞ ِؼٍِٛبد أّٛرط اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

اٌزفبم١ٍخ ٌغضئ١خ ٚاٌزٛص٠غ الاٌٟٚ ٌٍؾقٛي ػٍٝ رٛص٠غ لاؽك  اٌغضئ١خ ٠ٚزُ دِظ ث١بٔبد اٌّؼبدٌخ

 .( Joint posteriorِؾزشن )

 ؽ١ش اْ : ti (i=1,2,….,p){ ػٕذ ٔمبه اٌج١بٔبد    فٍٕفشك أٗ ٌذ٠ٕب اٌؼ١ٍّخ }

tp>…..> t1> t0 0= 

اٌزٟ رغزٕذ ػٍٝ ٔمبه اٌج١بٔبد 
T
 X=(Xt1,……,Xtp) 

 ا٢ر١خ: اٌغضئ١خ  رزُ ّٔزعزٙب ثبعزؼّبي  اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ (  ) ٚاْ اٌؼ١ٍّخ 

 (             (  ) 
  

   
 
  

   
    

  

   
 

   

      
 

   

      
    

   

      
     )      

…(2-64) 

 ار أْ:

g )اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ )ِزغ١ش اٌؾبٌخ ٛ٘ 

 ٟ٘ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ   (           )   

 ِزغٗ ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ   

ومشتقاتيا الجزئية, ولكن في الحياة  (  ) ( لو صيغة معلميو في 2-46والحد الأيمن من العادلة )

بصهرة دقيقة بل سيكهن ىنالك خطأ عشهائي  فيتم التعبير  (  ) العملية لايمكن قياس )مشاىدة( 

 ليكهن لدينا الانمهذج الآتي: (  ) المشاىدة عنيا ب

 (  )   (  )                                  (2-65) 
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i=1,2,….,p     ان : إذ  

 𝜎ٚاٌزٟ ٠فزشك اْ ٠ىْٛ ٌٙب رٛص٠غ هج١ؼٟ وأٚعٟ ثّزٛعو ففش ٚرجب٠ٓ صبثذ  اخطبء اٌم١بط     
   

اٌزٟ رىْٛ مّٓ اٌّؼبدٌخ  Ɵ٘ٛ رمذ٠ش اٌّؼٍّخ )اٌّؼٍّبد( اٌّغٌٙٛخ  ٚثزٌه ع١ىْٛ اٌٙذف اٌشئ١ظ

 رؾذ٠ذ ػذَ اٌذلخ فٟ رٍه اٌزمذ٠شاد.  فنلا  ػٓ(   Noise( ٌٙب رؾ٠ٛؼ )64-2)

( 2-64اْ اٌخطٛح الاٌٚٝ فٟ اعٍٛة ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش ٘ٛ اٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ فٟ )

 من الدوال الاساسية وكالآتي: ١جخ خط١خثذاٌخ لا ِؼ١ٍّٗ ٠ؼجش ػٕٙب وزشو

 (  )  ∑   ( )           
       ...(2-66) 

 ار أْ:

     *  ( )      ( )+
 ِزغٗ اٌذٚاي الاعبع١خ   

  (        )
 ِزغٗ ِؼبِلاد دٚاي الاعبط  

( ٟٚ٘ دٚاي غ١ش ففش٠خ فٟ فزشاد عضئ١خ لق١شح B-Spline) Bٚثبعزؼّبي دٚاي أعبط ؽشائؼ ٔٛع 

ِف١ذح ٌٍؾغبة اٌفؼبي  Bرزّزغ ثخبف١خ اٌذػُ اٌّذِظ ٚثغجت ٘زٖ اٌخبف١خ عؼٍذ دٚاي أعبط اٌؾشائؼ 

 .ٚالاعزمشاس اٌؼذدٞ 

( 2-64) فٟ (2-66) ٚثزؼ٠ٛل ( (  Nodesٚثزؼش٠ف دٚاي الاعبط ثذسعزٙب )اٞ ػذد ِٛالغ اٌؼمذ )

 ٔؾقً ػٍٝ:

 [             
       {

     

   
 
     

   
    

     

   
 
      

      
 
      

      
    

      

      
}       ]  

    …(2-67) 

 الآتية:وكحالة خاصة من المعادلة التفاضلية الجزئية  اعلاه ىي المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية 
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 0             
  ( )    2

     

   
3      1    2  ( )   

     

   
     3     …(2-

68) 

 ار أْ:

 2  ( )   
     

   
 داٌخ خط١خ ٌذٚاي الاعبط ِؾزمبرٙب 3     

ِٓ الاعب١ٌت اٌزٟ رؼبٌظ ػذَ اٌذلخ )ػذَ  ( Bayesian P-Splineاعٍٛة اٌؾشائؼ اٌج١ض٠خ  ) رؼُذٚ

اٌزٛص٠غ اٌغبثك ٌّؼٍّخ اٌز١ّٙذ ففٟ ٘ز الاعٍٛة ٕ٘بٌه ؽذ عضائٟ )ؽذ ػمٛثخ(  ػٓ هش٠كا١ٌم١ٓ( 

(Penalized term)  ػٍٝ اٌذاٌخ اٌّمذسح اٌّّٙذح ثذلا ِٓ اعزؼّبي ِؼٍّخ رغبٔظ ِضب١ٌخ وّب ٘ٛ اٌؾبي

٠مَٛ ثخٍو الأّٛرط ف١ّب ٠زؼٍك ثزٍه اٌّؼٍّخ )ِؼٍّخ اٌز١ّٙذ(  اٌج١ضٞ الأّٛرط فٟ اٌطشائك الاػز١بد٠خ ٚ

ٚثغجت ػذَ ٚعٛد داٌخ اعبع١خ رّضً ثبٌنجو اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ رٌه ع١ىْٛ ٕ٘بٌه خطأ فٟ 

  .ػٍٝ أٗ خطأ ػؾٛائٟ ػذحاٌزمش٠ت ٠ّٚىٓ 

  2   (  )   3        (  )                                (2-69) 

 ار اْ:

 اخطبء الأّٛرط اٌؼؾٛائ١خ      (  )  

    )  (  )   ٠ٚفزشك اْ رزٛصع رٛص٠غ هج١ؼٟ وأٚعٟ ثّزٛعو ففش ٚرجب٠ٓ صبثذ 
  )      

( 2-64ِؼٍّخ اٌذلخ ٠ٚغت اْ رىْٛ وج١شح ثّب ٠ىفٟ ثؾ١ش ٠ىْٛ خطأ اٌزمش٠ت فٟ ؽً اٌّؼبدٌخ)    

 . ا  فغ١ش

ع١زُ رؼ١١ٓ رٛص٠غ أٌٟٚ ٚاْ افزشاك رٛص٠غ خطأ     ٚثذلا ِٓ اعزؼّبي ل١ّخ ِضٍٝ ِفشدح ٌّؼٍّخ اٌذلخ 

 وب٢رٟ: βػٍٝ ِؼبٍِخ  الاعبط  عبثك( ٚل١ذ اٌغضاء اٌمٛٞ ع١ؤد٠بْ اٌٝ رٛص٠غ 2-69إٌّزعخ فٟ )

[  θ,            ]  (         )
 

  
{
     

 (   ) (   )

 
 
  (                       ) 

 
 }
  …(2-70) 

 ارا أْ:



 اٌغبٔت إٌظشٞ                                                   اٌفقً اٌضبٟٔ                                       

 

 
34 

 

K ٠ّضً ػذد دٚاي الاعبط 

 ِؼٍّخ اٌذلخ)اٌنجو(     

 (   )     2   (  )   3   2   (  )   3                            (    ) 

 ِؼٍّخ اٌزؾىُ فٟ ِمذس اٌغضاء ػٍٝ اٌز١ّٙذ          

 رّضلاْ اٌّؼٍّبد اٌفٛل١خ ٌٍزٛص٠غ الاٌٟٚ       ٚاْ 

H1, H2, H3  :ِٟقفٛفبد اٌغضاء ٚف١غزٙب وب٢ر 

     
      

     

     
     

     
      

     

 أْ :ار 

 ِقفٛفبد داٌخ الاعبط الاؽبد٠خ اٌجؼذ    

  ِقفٛفخ اٌفشق ِٓ اٌذسعخ     
  𝜄=1,2،   (     )راد اٌؾغُ    

 ػذد دٚاي الاعبط ٌىً ثؼذ    

 𝜎ٚعٕفشك ثبْ اٌزٛص٠غ الاٌٟٚ اٌّشافك ٌـ 
   ٚ     ٚPDE :ٟوب٢ر 

𝜎 
    (     )    ; 𝜄=1,2,3 

         (     ) 

         (     ) 

         (     ) 

     (  𝜎 
  )     
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 .ثزجب٠ٓ وج١ش ثؾ١ش رجمٝ غ١ش ِؼٍِٛبر١خ 

(         )  عٕشِض  
    ٚɸ  (     𝜎 

 )   

ٚاٌزٛص٠ؼبد اٌغبثمخ اٌّؾذدح ، فبْ اٌزٛص٠غ اٌلاؽك ٌٍّؼٍّبد  آٔفب  اٌّزوٛسٚثبلاعزٕبد اٌٝ الأّٛرط 

 اٌّغٌٙٛخ ٘ٛ :

 (𝜱  )  

∏   

   
 

    
   (  

 )
 .   

 
 
/  

 
( 

  

  
  

∑      
 
      

   
 )

 
.     

 (   ) (   )    /    )    
 
 (  (                       .   

 /
  

(    ) (    ))   

∫ ∏   

   
 

    
   (  

 )
 .   

 
 
/  

 
( 

  

  
 
 
∑      
 
      

   
 

)

 (     
 (   ) (   )    )    )     

 (  (                       .   
 /

  
(    ) (    ))   

    

    

…(2-72) 

 ٚفٟ ظً داٌخ خغبسح رشث١ؼ١خ فبْ ِمذساد ث١ض ٌٍّؼٍّبد اٌّغٌٙٛخ ٔؾقً ػ١ٍٙب وب٢رٟ:

 ̂       ( ( ̂  )) 

             ∫ ( ̂   ) 

    

 (ɸ  )  ̂ 

             ∫ ( ̂   )
 

    

∏   

   
 

    
   (  

 )
 .   

 
 
/  

 
4 

  

  
  

∑      
 
      

   
 5

 (     
 (   ) (   )    )    )      (  (                       (   

 )
  

(    ) (    ))   

∫ ∏   

   
 

    
   (  

 )
 .   

 
 
/  

 
4 

  

  
  

∑      
 
      

   
 5

 (      (   ) (   )    )    )      (  (                       (   
 )

  
(    ) (    ))       

  

  ̂ 

..(2-73) 

( لا ٠ّىٓ اْ رؾً ثبٌطشائك اٌزؾ١ٍ١ٍخ الاػز١بد٠خ وٛٔٙب ِؼبدٌخ غ١ش خط١خ ٌزٌه ع١زُ 2-73) ٚاٌّؼبدٌخ

ّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٌغشك اٌؾقٛي ػٍٝ رمذ٠شاد ِؼٍ (Gipps sampler) اعزؼّبي ِؼب٠ٕخ عجظ

 . اٌغضئ١خ 

 :اسصيُح يؼاَُح رثظ نتقذَش يؼهًاخ تُضىخطىاخ وخ  3 -3-4

ٌٚىٕٕب  (       ) ؽزّبٌٟ ِؾزشن إِٓ رٛص٠غ    ٚ      رمذ٠ش اٌّؼٍّبدٌٕفشك إٔب ٔش٠ذ 

اْ ٔغزؼًّ هش٠مخ اٌشفل ٚاٌمجٛي  غلأغزط١غ اعزؼّبي اٌّؾبوبح  ثقٛسح ِجبؽشح ٚلا ٔغزط١
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 ٚرٌه ٌقؼٛثخ اٌذاٌخ الاؽزّب١ٌخ Metropolis-Hastingٚلا ٔغزط١غ اعزؼّبي خٛاسص١ِخ  

ِؼٍّخ ٌٚىٕٕب ٔغزط١غ اْ ٔغشٞ اٌّؼب٠ٕخ ِٓ خلاي اٌزٛص٠ؼبد اٌؾشه١خ اٌؾذ٠خ ٌىً  اٌّؾزشوخ

 ِؾشٚهب  ثبٌّؼٍّخ الأخش أٞ أْ: 

 (       ) 

 (       ) 

   Gibbs samplerففٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠ّىٓ إعزؼّبي ِؼب٠ٕخ عجظ 

 ٠ّىىٕب اْ ٔجذأ ثم١ُ أ١ٌٚخ ٌٍّؼٍّبد )
( )

     
( )

( فبْ خطٛاد ِؼب٠ٕخ عجظ 0 ,0( ٌٚزىٓ )

 رىْٛ وب٢رٟ: 

 ِؼب٠ٕخ  -1
( )

 ِٓ اٌزٛص٠غ الاؽزّبٌٟ ٌٍّؼٍّخ ِؾشٚهخ ثضجبد اٌّؼٍّخ الأخشٜ اٞ أْ:   

 (      
(   ) ) 

 ِؼب٠ٕخ  -2
( )

ِٓ اٌزٛص٠غ الاؽزّبٌٟ ٌٍّؼٍّخ ِؾشٚهخ ثضجبد اٌّؼٍّخ الأخشٜ اٌزٟ رُ   

 ِؼب٠ٕزٙب فٟ اٌخطٛح اٌغبثمخ اٞ أْ: 

 (      
( ) ) 

ٔؾقً ػٍٝ رمذ٠ش ِغزمش ٌٍّؼٍّبد   2ٚ  1ِٓ اٌخطٛاد اٌزىشاسٞ ٌٕفظ اٌؾبٌخ  dٚخلاي 

 ٚٔلاؽع ا٠نب  اْ  (       ) ٚفك اٌزٛص٠غ الاؽزّبٌٟ اٌّؾزشن        
( )

٠ىْٛ ِؼزّذ  

ػٍٝ اٌم١ّخ اٌّمذسح فٟ اٌخطٛح اٌغبثمخ . ٚاْ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد اٌٙذف ٠ّضً رٛلغ اٌزمذ٠شاد اٌزٟ 

 اٞ أْ:  dرُ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب فٟ اٌخطٛاد 

 

 
∑ ( ( ))   

 

   

, ( )-  ∫  ( ) ( )
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 ػٍٝ عج١ً اٌّضبي ١ٌىٓ ٌذ٠ٕب ِزغٗ ِؼٍّبد ِشاد رمذ٠ش٘ب ٚفك اٌزٛص٠غ اٌطج١ؼٟ اٌضٕبئٟ 

     (   ) 

  ار أْ:

  [
  

  
] 

 ٚاٌزٛص٠ؼبد اٌؾشه١خ ٌىً ِؼٍّخ وب٢رٟ: 

       (    (    ))  

       (    (    ))  

 ثبفزشاك اٌم١ُ الا١ٌٚخ ٌٍّؼٍّبد )
( )

     
( )

 عجظ وب٢رٟ: ( فبْ خطٛاد ِؼب٠ٕخ

Iteration Sample    Sample    

1     (  ( )  (    ))  

 

    .  ( )  (    )/ 

      

k     (  (   )
  (    ))  

 

    .  ( )  (    )/ 

 

ٌعنً العملٌة انو افرض قٌم اولٌة للمعلمات واطلع تقدٌر المعلمة الاولى  بافتراض القٌمة  

الاولٌة للمعلمة الثانٌة واحصل على قٌمة مقدرة للمعلمة الاولى منها اعتبرها قٌمة اولٌة فً 

ً الخطة الخطوة الثانٌة اطلع منها القٌمة الثانٌة للمعلمة الأولى والتً اعتبارها.  قٌمة اولٌة ف

 الثالثة اجد منها القٌمة التقدٌرٌة للمعلمة الثانٌة وهكذا لحٌن استقرار التقدٌرات للمعلمات
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بهذه الحالة ولدت عٌنات كبٌرة من المعلمات المراد تقدٌرها ومنها نجد تقدٌر  هحٌث ان

ط المعلمات ذات الكثافة العالٌة . الشكل الآتً ٌوضح معاٌنة جبس والذي نلاحظ فٌه النقا

الحمراء تمثل عٌنات جبس الكبٌرة والنقاط السوداء المتسلسلة تمثل التعوٌضات المتسلسلة فً 

كل خطوة من الخطوات التكرارٌة للمعلمات المستخرجة والنقطة الخضراء تمثل التقدٌر 

 النهائً للمعلمة المراد تقدٌرها . 

 

( من المعلمات المراد تقدٌرها فان معاٌنة جبس تكون              واذا كان لدٌنا )

 بالخطوات الآتٌة: 

 
( )

    (    
(   )

 
   (   )

 )  

 
( )

    (    
( )

 
  (   )

   
(   )

 )  

 
( )

    (    
( )  ( )     

(   )
     

(   )
 )  
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( )

    (    
( )

 
   ( )   )  

  ( ) ٚاٌزٛص٠ؼبد اػلاٖ رّضً اٌزٛص٠ؼبد اٌؾشه١خ اٌزبِخ اٌزٟ رغزؼًّ ٌّؼب١ٔخ 

 رمذ٠شاد ث١ض ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ وب٢رٟ:خٛاسص١ِخ ا٠غبد ٚػ١ٍٗ فبْ 

 اْ اٌزٛص٠غ اٌلاؽك اٌّؾزشن ٌٍّؼٍّبد اٌّشاد رمذ٠ش٘ب  ٘ٛ :

 (𝜱  )

 
∏   

   
 

    
   (  

 )
 .   

 
 
/  

 
4 

  

  
  

∑      
 
      

   
 5

 (     
 (   ) (   )    )    )      (  (                       (   

 )
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(1) 

( اْ اٌزٛص٠غ اٌّؾزشن اٌلاؽك ِٓ اٌقؼٛثخ لا٠ّىٓ ا٠غبدٖ ثغٌٙٛخ ٌزٌه ٠زُ ا٠غبدٖ 1ٔلاؽع ِٓ ِؼبدٌخ )

 اٌزبَ ٌىً ِؼٍّخ ٚوبلارٟ:ثغٌٙٛخ ٌزٌه ٠زُ اٌزٛص٠غ اٌؾشهٟ 

𝜋 
 (θ    )   

   
 

   (  
 ) .   

 

 
/  
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∑      
 
    

 
 

   
 /

 
(   

 
 
 
(   ) (   )    )    )                 … (2) 

𝜋 
 (θ    )   

   
 

    

 ( 
 
(  

 
      

 
      

 
  

 
   (   

 )  (    ) (    ))   

… (3) 

ػٍٝ اٌزٛاٌٟ لارّضً ف١غخ     θ   ٚθ( رّضً اٌزٛص٠ؼبد اٌؾشه١خ اٌزبِخ ٌىً ِٓ 3( ٚ ) 2ٚاٌّؼبدٌز١ٓ )

 ِؼشٚفخ ٌزٛص٠غ اؽزّبٌٟ ٌزٌه لا٠ّىٓ ا٠غبد ِمذساد اٌّؼٍّبد ثقٛسح ِجبؽشح ٌزٌه ع١زُ اعزؼّبي خٛاسص١ِخ 

Gibbs sampler ٌٍّ  ؼٍّبد ثبلزشاػθ   θ   ٟثذٌخ اٌىضبفخ الاؽزّب١ٌخ ِغؾٛثخ ِٓ ِغزّغ ٌٗ رٛص٠غ هج١ؼ

 ( ػٍٝ اٌزٛاٌٟ  ٚاْ خطٛاد خٛاسص١ِخ3( ٚ )2اٌلاؽمخ اٌؾشه١خ اٌزبِخ )

 θٔجذأ ثم١ُ ا١ٌٚخ ٌٍّؼٍّبد اٌّشاد رمذ٠ش٘ب  .1
( )  θ 

( )
ٚاٌٍزاْ ٠ؼزجشاْ ل١ُ رمذ٠ش٠خ ا١ٌٚخ  

θٌٍّ̂ؼٍّبد اٌّشاد رمذ٠ش٘ب 
 

  ٚθ̂
 

  

 t=1ٚٔنغ فٟ اٌخطٛح الأٌٚٝ  k=1:tٔىْٛ ؽٍمخ رىشاس٠خ  .2
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 θٌٔٛذ ل١ُ اٌّؼٍّبد ػٕذ اٌخطٛح اٌزىشاس٠خ الأٌٚٝ  .3
( )  θ 

( )
ِٓ اٌزٛص٠غ اٌلاؽك  

ثزؼ٠ٛل اٌّؼٍّخ اٌّمذسح الا١ٌٚخ ثبفزشاك ث١بٔبد ػ١ٕخ عجظ    ٚ    اٌؾشهٟ ٌٍّؼٍّخ 

ٚاوجش ل١ّخ  -٠3زشاٚػ ث١ٓ الً ل١ّخ  ِؾزشن ٚرجب٠ٓ mu=[0, 0] رٛص٠غ هج١ؼٟ ثّزٛعو

 ٔفشك ل١ّخ ِؼ١ٕخ ٌّقفٛفخ الاسرجبه  3

 θر١ٌٛذ  .4
( )  θ 

( )
فٟ اٌخطٛح اٌزب١ٌخ ِٓ رٛص٠غ هج١ؼٟ ِؼٛك ف١ٗ  

θ 
(   )  θ 

(   )
 فٟ اٌخطٛح اٌغبثمخ.  

 ا٠غبد الاؽزّبلاد إٌغج١خ اٌزٟ رغزؼًّ لاخزجبس اٌم١ّخ اٌّمذسح ٟٚ٘ : .5

       (  
𝜋 

 (θ 
( )

   )

𝜋 
 (θ 

(   )
   )

)        (  
𝜋 

 (θ 
( )

   )

𝜋 
 (θ 

(   )
   )

)  

    ٚ    ( ١ٌٚىٓ 1 , 0ر١ٌٛذ سلُ ػؾٛائٟ ٠زجغ اٌزٛص٠غ إٌّزظُ ثبٌفزشح ) .6

 θ( ٚارا لا ٔنغ 4ٔمجً اٌم١ّخ اٌّمذسح فٟ اٌخطٛح )      ارا وبْ  .7
( )  

θ 
(   )

 

 θٔنغ ، ( ٚارا لا 4ٔمجً اٌم١ّخ اٌّمذسح فٟ اٌخطٛح )      ارا وبْ  .8
( )  

θ 
(   )

 θاٌم١ُ اٌّمذسح  رىْٛٚ 
( )  θ 

( )
 

 t=t+1ٔنغ  .9

اٌؾقٛي ػٍٝ اٌزٛص٠غ اٌلاؽك ٌؼ١ٕخ ِٓ اٌّشاد ٌؾ١ٓ  N 10-3ٔىشس اٌخطٛاد  .10

 .اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

  

 :انًقذيح 3-1

رنّٓ ٘زا اٌفقً لغ١ّٓ ٌغشك رطج١ك اٌّفب١ُ٘ اٌزٟ روشد فٟ اٌغبٔت إٌظشٞ فمذ 

اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٠ٚزُ ف١خ ػشك ٌّشاؽً اٌّؾبوبح ِٕٚبلؾخ ٔزبئظ رغبسة  ًاعبع١١ٓ، الاٚي ٠ّض

فٟ رمذ٠ش اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ، ٚرٌه  اٌّغزؼٍّخاٌّؾبوبح اٌزٟ اعزؼٍّذ فٟ ِمبسٔخ هشائك اٌزمذ٠ش 

( ٌٍٛفٛي اٌٝ Bias – RASE- SD-CPػٕذ و١ّبد ِؾب٘ذح ِخزٍفخ ثبعزؼّبي ِؼب١٠ش اٌّمبسٔخ )

٠ّضً اٌغبٔت اٌزطج١مٟ  الاخش أفنً هش٠مخ فٟ اٌزمذ٠ش ثبػزّبد ِغز٠ٛبد ِخزٍفخ ِٓ اٌزؾ٠ٛؼ، ٚاٌمغُ

 (. Covid-19ثّشمٝ فب٠شٚط ) لاع١ّب٠ٚزنّٓ رطج١ك ػٍّٟ ػٍٝ ث١بٔبد ؽم١م١خ 

 انقغى الاول :انزاَة انتزشَثٍ :  ،-3

:Simulationيفهىو انًحـــاكاج  1-،-3
(51)

  

إْ ِٕٙغ١خ اٌّؾبوبح رؼزّذ و١ٍب  ػٍٝ لبث١ٍخ اٌؾبعجبد الاٌىزش١ٔٚخ ػٍٝ ر١ٌٛذ الاػذاد اٌؼؾٛائ١خ 

( ِٓ Monte Carloاٌزٟ رؾبوٟ اٌؼ١ٍّخ اٌؼؾٛائ١خ ٌز١ٌٛذ ث١بٔبد ِؼ١ٕخ، ٚرؼُذ هش٠مخ )ِٛٔذ وبسٌٛ( )

ث١ٓ أُ٘ هشائك اٌّؾبوبح ٚافنٍٙب ٚأوضش٘ب اعزؼّبلا فٟ رؾ١ًٍ اٌّؾىلاد اٌّؼمذح، ٚؽً اٌزىبِلاد 

اٌّؼمذح ٚاٌّزؼذدح الاثؼبد، ٚثؼل اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ راد اٌذسعبد اٌؼ١ٍب اٌزٟ ٠قؼت ؽٍٙب، 

ٚفخ اٌزٟ ٌٙب داٌخ ٚرغزؼًّ وزٌه فٟ ر١ٌٛذ اٌّؾب٘ذاد اٌّغزمٍخ ِٓ ِؼظُ اٌزٛص٠ؼبد الاؽزّب١ٌخ اٌّؼش

(، ٚإْ ٘زٖ إٌّٙغ١خ رغزؼًّ ػٍٝ Cumulative Density Function (C.D.F.)وضبفخ رغ١ّؼ١خ 

ػٕذ اعزؼّبي رىشاس اٌّؾبوبح ٌلأّٔٛرط اٌؼؾٛائٟ اٌّذسٚط، ٚإْ ػذد اٌّىشساد  لاع١ّبٔطبق ٚاعغ ٚ

ّٕبعت لأعً اٌّمبسٔخ ث١ٓ رؼزّذ ثبلأعبط ػٍٝ رم١ٕخ اٌؾبعجخ اٌّغزؼٍّخ، ِٚٓ صُ اعزؼّبي الاعٍٛة اٌ

 اٌطشائك اٌش٠بم١خ ٚالإؽقبئ١خ اٌّخزٍفخ.

رؼشف اٌّؾبوبح ثأٔٙب ػ١ٍّخ رّض١ً ٚرم١ٍذ ٌٍٛالغ اٌؾم١مٟ أٞ لإ٠غبد فٛسح هجك الافً ِٓ أٞ 

ٔظبَ أٚ أّٔٛرط دْٚ أخز رٌه إٌظبَ أٚ الأّٔٛرط رارٗ، ٚوض١شا  ِب ٔغذ فٟ اٌٛالغ اٌؾم١مٟ أْ ٕ٘بن 

ح اٌفُٙ ٚلاع١ّب فٟ ثؼل اٌّؾىلاد أٚ إٌظش٠بد الإؽقبئ١خ ٚإٌٙذع١خ اٌزٟ ٠ىْٛ ػ١ٍّبد رىْٛ ِؼمذ

اٌجشا١٘ٓ اٌش٠بم١خ أِشا  فٟ غب٠خ اٌقؼٛثخ ِب ٠ؤدٞ اٌٝ رشعّخ ٘زٖ  عزؼّبيرؾ١ٍٍٙب رؾ١ٍلا  )ِٕطم١ب ( ثب

ٌّضٍٝ إٌظش٠بد ػٍٝ ِغزّؼبد ؽم١م١خ، صُ عؾت ػذد ِٓ اٌؼ١ٕبد اٌؼؾٛائ١خ ِٕٙب ٌٍٛفٛي اٌٝ اٌؾٍٛي ا

ٌٙزٖ اٌّؾىلاد ٌٚزؾ١ًٍ رٌه فّٓ الأفنً أْ رٛفف ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد ثقٛسح ِؾبثٙخ ٌٍقٛس اٌؾم١م١خ 
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 ػٓ هش٠ك٠ؾمك ٌٕب لذسا  ِٓ الأدسان ٌٍؼ١ٍّخ الأف١ٍخ أٚ اٌٛالغ اٌؾم١مٟ  الأّٛرطثّٕبرط ِؼ١ٕخ ففُٙ 

 الأّٛرط.ِؾبوبح 

ٌلأّٔٛرط اٌش٠بمٟ فٟ  زؼٍّخاٌؼؾٛائ١خ اٌّغ ِٚٓ فٛائذ اٌّؾبوبح ٟ٘ اٌؼؾٛائ١خ إر أْ رزبثغ الأسلبَ 

اٌزغشثخ الأٌٚٝ ٠ىْٛ ِغزملا  ِٓ رزبثغ الأسلبَ اٌؼؾٛائ١خ فٟ اٌزغشثخ اٌضب١ٔخ ٚ٘ىزا، ٚوزٌه ٌؼ١ٍّخ 

اٌّؾبوبح ِشٚٔخ فٟ دساعخ ِغبئً ِخزٍفخ فٟٙ رؼطٟ اٌمذسح ػٍٝ الاخزجبس ٚإعشاء اٌزؼذ٠لاد ٚرٌه ِٓ 

 زٌٚخ ٚاٌّبد٠بد.أعً اعزضّبس اٌٛلذ ٚاٌغٙٛد اٌّج

ٚاٌطش٠مخ  (Analog Procedure)ٕٚ٘بن ػذح هشائك ِخزٍفخ ٌٍّؾبوبح ِٕٙب اٌطش٠مخ اٌزٕبظش٠خ  

اْ هش٠مخ  إر (Inverse Transform)ٚهش٠مخ اٌزؾ٠ًٛ اٌّؼىٛط  (Mixed Procedure)اٌّخزٍطخ 

ٌز١ٌٛذ اٌّؾب٘ذاد اٌؼؾٛائ١خ )اٌج١بٔبد( ِٓ ِغزّغ ٚاؽذ ٔظشٞ رؾبوٟ  ؼًّاٌزؾ٠ًٛ اٌّؼىٛط رغز

 اٌّغزّغ اٌؾم١مٟ. 

:يشاحم تزاسب انًحاكاج ،-،-3
(61) (558(5)57(5)61) 

ٚٔفز ػٍٝ اٌؾبعجخ الإٌىزش١ٔٚخ،  (MatLab 2015a)رطج١ك  ؼّبيرّذ وزبثخ ثشٔبِظ اٌّؾبوبح ثبعز 

 ٚف١ّب ٠أرٟ ِشاؽً خطٛاد ثشٔبِظ اٌّؾبوبح: 

 انًشحهح الأونً:

 long range infraredاٌّذٜ اٌىؾف ػٓ مٛء الأؽؼخ رؾذ اٌؾّشاء ثؼ١ذح اعزخذَ أّٛرط  أولاً:

light detection and ranging (LIDAR ) ٌز١ٌٛذ اٌّزغ١شاد اٌزٟ ع١زُ اعزخذاِٙب فٟ هشائك

اٌزمذ٠ش اٌّج١ٕخ فٟ اٌغبٔت إٌظشٞ ِٓ ٘زٖ اٌشعبٌخ ١ٌٚظ وأّٔٛرط ِؼزّذ ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ 

 اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ .

 Numericalٚرٌه ػٓ هش٠ك اٌؾً اٌؼذدٞ ) )ِزغ١شاد اٌؾبٌخ(  (   )   ر١ٌٛذ اٌذٚاي ار رُ

solution( ٌّؼبدٌخ الإؽبسح اٌّغزٍّخ )Received signal ِٓخلاي اٌض )t ٚ ٜاٌّذx ؼّبيثبعز 

 :ا٢ر١خ اٌّؼبدٌخ

  (   )

  
   

   (   )

   
   

  (   )

  
    (   )                         …   (3-74) 
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خطبء فٟ اٌم١بط ٚاٌزٟ ِٕٙب عٕؾب٘ذ اٌج١بٔبد أِغ ٚعٛد  ِزشاثطخ رّضً ؽجىخ ث١بٔبد (   ) إْ  إر 

 اٌزٟ رمبثً: (     )

    (  )                                                                           … (3-75) 

 𝜎  )       اْ ) إر
  

 رؾً ػذد٠ب  ثبفزشاك ل١ُ اٌّؼٍّبد اٌؾم١م١خ  (74-3)ٚاٌّؼبدٌخ 

                   

(   ) ٚٚمغ ؽشه ٌؾذٚد اٌذاٌخ  (   ) ٚاٌؾشه الأٌٟٚ      *     (    ) +    

ٌٍٚؾقٛي ػٍٝ ؽً ػذدٞ  -    ,  ِٚغبي ِمبثً ٌٍّذٜ  -    ,  ػجش ؽجىخ فٟ ِغبي اٌضِٓ 

٠ٚزُ ر١ٌٛذ خطأ  0.001ٚفٟ اٌّغبي اٌّمبثً ؽغُ  0.0005دل١ك ٔنغ ؽغُ ٌٍؾجىخ فٟ ِغبي اٌضِٓ 

𝜎اٌم١بط اٌزٞ ٠زٛع رٛص٠غ وبٚعٟ ثّزٛعو ففش ٚأؾشاف ِؼ١بسٞ  ٌىً ٚؽذح ِٓ اٌضِٓ       

، ٚثزٌه عزىْٛ ٌذ٠ٕب ؽجىخ ِٓ اٌج١بٔبد اٌٌّٛذح ِىٛٔخ ِٓ رغبٔت اٌضِٓ ِغ LIDARٌّذٜ ٚٚؽذح ِٓ ا

-    ,اٌؾجىخ   ػٓ هش٠ك      اٌّذٜ اٞ أْ  ٚثزٌه رُ اٌؾقٛي ػٍٝ .  -    , 

 اٌّزغ١شاد ا٢ر١خ:

  ( )   ( )   ( ) 

 حاَُاً: تىنُذ الاخطاء انؼشىائُح

ٌىْٛ اٌّزغ١شاد فٟ اٌّؼبدٌخ ، خطأ ػؾٛائٟ رُ ر١ٌٛذ  ( )   ( )   ( )  ٌىً ِزغ١ش ِٓ اٌّزغ١شاد 

ٌزٌه رُ ر١ٌٛذ صلاس  ١ٌٚظ خطأ رمذ٠ش ِزشاثطخ وً ِزغ١ش ٠ٌٛذ ٠ىْٛ ٌٗ خطأ ل١بط ٙباٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ِزغ١شار

 وّب ٠أرٟ:ثزجب٠ٕبد ِخزٍفخ أخطبء ػؾٛائ١خ ثزٛص٠غ وبٚعٟ 

ε
  
  (    

  )      ،    ε
  
  (    

  )   ε
  
  (    

  ) ،            …(3-76) 

 

 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ

 

 
44 

 

 حانخاً: تىنُذ انًتغُش انًؼتًذ:

دِظ وً ِزغ١ش ِٓ اٌّزغ١شاد اٌزٟ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب فٟ اٌفمشح  ػٓ هش٠ك   (  ) ٠زُ ر١ٌٛذ اٌّزغ١ش اٌّؼزّذ

 ِغ اٌخطأ اٌؼؾٛائٟ اٌٌّٛذ هج١ؼ١ب  فٟ اٌفمشح صب١ٔب  ١ٌٕزظ ٌٕب: أٚلا  

  (  )    ( )  ε
  
    ،    (  )    ( )  ε

  
     (  )   ( )  ε

  
   ،   

                                                                                                                      (    )  

 انًشحهح انخاَُح:

 رُ اػزّبد الإّٔٛرط اٌزغش٠جٟ ا٢رٟ:

(                 ) (   )   (   )                        … (3-78) 

ٚاٌزٞ ِٓ خلاٌٙب ع١زُ اػزّبد ِٕٙغ١خ وً هش٠مخ ِٓ هشائك اٌزمذ٠ش ٟٚ٘ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ، 

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ، هش٠مخ ث١ض .

 ارا أْ:

)رّضً اٌّزغ١شاد   tٚػٕذ اٌضِٓ  x( ػٕذ ٔمطخ ِؼ١ٕخ Observed Valueو١ّخ ِؾب٘ذح ) (   ) 

 اٌّؼزّذح اٌضلاصخ اٌزٟ رُ ر١ٌٛذ٘ب فٟ اٌّشؽٍخ اٌضب١ٔخ ِٓ ِشاؽً رغبسة اٌّؾبوبح. 

ٚ٘ٛ اٌؼبًِ اٌزٞ ٠زؾىُ ثبٌى١ّخ اٌّمبعخ اٚ ِب ٠ذػٝ ثؼبًِ ( Linear Operatorػبًِ خطٟ )    

 الأزؾبس اٚ اٌزجذ٠ذ 

 الأزؾبس اٌخبفخ ثبٌؼبًِ  و١ّبد رذػٝ ِؼبِلاد (            )  ٚاْ اٌّؼٍّبد 

 xϵاٌزؾ٠ٛؼ الاث١ل ٌلأّٔٛرط ٟٚ٘ اٌّغبي اٌؼؾٛائٟ ٠ّٚضً اٌّقبدس اٌّٛصػخ ػٕذ إٌمطخ   (   ) 

G  ْٚاG  ٞػ١ٍّخ وبٚع١خ  ٘ٛ اٌّغبي اٌّؾذد فٟ اٌفنبء الإل١ٍذ ٟ٘ٚ .Gaussian 

distribution   ِٓفٟ اٌضt    .ثّزٛعو ففش ٚلا رؾزٛٞ اٞ ِؼٍّبد ِغٌٙٛخ 

فٟ اعشاء رغبسة اٌّؾبوبح ٚاٌزٞ ٠ّضً أّٛرط ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ عضئ١خ ِىٛٔخ ِٓ صلاس 

 ِؼٍّبد رُ اخز١بسٖ لأعً رٛم١ؼ لبث١ٍخ هشائك اٌزمذ٠ش اٌّغزؼٍّخ فٟ اٌشعبٌخ ٚفك اٌخطٛاد ا٢ر١خ:
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رُ ( ٚعشٜ اخز١بس أسثؼخ ّٔبرط         : اخز١بس ل١ُ افزشام١خ أ١ٌٚخ ِخزٍفخ ٌٍّؼٍّبد )أولاً 

 ( 1-3اخز١بس٘ب رغش٠ج١ب  ثؾ١ش اػطذ أفنً إٌزبئظ ٌزمذ٠ش اٌّؼٍّبد ٚوّب ِج١ٕخ فٟ اٌغذٚي )

 (3-1) عذٚي 

 اٌم١ُ الا١ٌٚخ الافزشام١خ ٌّؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

 الاًَىرد         

 

0.1 0.1 1 1  

1 1 2 2  

2 1 1 3  

3 4 6 4  

 

ٟٚ٘ اٌؼ١ٕبد اٌؼؾٛائ١خ اٌزٟ رُ عؾجٙب ِٓ ؽجىخ  (   ) اخز١بس رغؼخ ؽغَٛ ٌٍى١ّبد اٌّؾب٘ذح  حاَُاً:

 ِٓ خطٛاد رغبسة اٌّؾبوبح ٌج١بْ عٍٛن هشائك اٌزمذ٠ش ٟٚ٘: اٌضب١ٔخاٌج١بٔبد اٌٌّٛذح فٟ اٌّشؽٍخ 

                                    

اٌزٞ ٠ّضً اٌزؾ٠ٛؼ الاث١ل لأّٔٛرط اٌّؾبوبح ٟٚ٘ اٌّغبي  (   ) اعزؼّبي صلاصخ ِغز٠ٛبد ِٓ حانخاً: 

.   اٌؼؾٛائٟ ٠ّٚضً اٌّقبدس اٌّٛصػخ ػٕذ ٔمو اٌج١بٔبد ٚ٘ٛ اٌّغبي اٌّؾذد فٟ اٌفنبء الإل١ٍذٞ 

ثّزٛعو ففش ٚلا رؾزٛٞ أٞ ِؼٍّبد    tفٟ اٌضِٓ   Gaussian distributionٟٚ٘ ػ١ٍّخ وبٚع١خ 

 ِغٌٙٛخ ٚوّب ٠أرٟ: 

 (   )  𝜎                 

إْ وً ِؾب٘ذح رمبط  إرٚرٌه ٌّلائّخ اٌج١بٔبد اٌٌّٛذح ثّب ٠ٕغغُ ِغ ث١ئخ اٌٛالغ ٚاٌّؾب٘ذاد اٌؾم١م١خ 

مّٓ ٚعٛد خطأ ل١بط ٌٙب ٚل١ّخ خطأ اٌم١بط اٌزٞ ع١زُ ر١ٌٛذٖ ثزٛص٠غ هج١ؼٟ ٠غت اْ ٠لائُ ل١ّخ 

فٟ اٌؼ١ٕبد فْ رغزمش لشاءارٙب أبٌززثزة اٌٝ اٌّؾب٘ذح ٚاْ ٘زٖ اٌّؾب٘ذاد رجذا ثم١بعبد وج١شح صُ رأخز ث

فززٕبلـ ل١ّخ اٌزجب٠ٓ  ٔفغٗ اٌىج١شح عٛف رأخز اٌّؾب٘ذاد ل١بعبد ِزمبسثخ عذا  أٚ رغزمش ػٍٝ اٌم١بط

ث١ٕٙب ٚثزٌه ٠زٕبلـ خطأ اٌم١بط اٌّنبف ٌٍّؾب٘ذح ار ٠غت اْ ٠زٕبعت خطب اٌم١بط اٌٌّٛذ ِغ ل١ّخ 

فٟ اعشاء رغبسة                        ًِ خطٟ اٌّؾب٘ذح. ػٍّب  أٗ رُ اخز١بس ػب

 . اٌّؾبوبح
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 انًشحهح انخانخح: 

( ثّٛعت هشائك اٌزمذ٠ش 3-78فٟ ٘زٖ اٌّشؽٍخ ٠زُ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ )

   ا٢ر١خ:

:(Maximum Likelihood Method)غشَقح الايكاٌ الأػظى  -1
(31)

     

ٌؾً  ؼٍّخثأؽذٜ اٌطشائك اٌؼذد٠خ اٌّغزرُ اٌؾقٛي ػٍٝ ِمذساد ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ 

  Lindsay، & Martin، 2003  اٌّؼبدلاد اٌش٠بم١خ غ١ش اٌخط١ـخ ػٓ هش٠ك اعزؼّبي خٛاسص١ِخ

 . (32-2)ِٓ خلاي اٌؾً اٌؼذدٞ ٌٍّؼبدٌخ 

(11)  : (Gaussian Process Methods)غشَقح انؼًهُح انكاوعُح  -،
 

اْ ِؾزمخ اٌؼ١ٍّخ اٌزفبم١ٍخ ٟ٘ ػ١ٍّخ  ارٌّزغ١ش اٌّؼزّذ ٔغجخ ٌٍّزغ١شاد اٌّغزمٍخ، ااؽزمبلبد اْ 

ػٓ هش٠ك اعزؼّبي  زُ اٌؾقٛي ػٍٝ ِمذساد ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خفرفبم١ٍخ 

-52ػٓ هش٠ك اٌّؼبدلاد ) (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)  خٛاسص١ِخ 

2( ،)53-2( ،)54-2.) 

فٟ ٘زٖ اٌطش٠مخ رُ اٌؾقٛي ػٍٝ   : (Standard Bayes Method)غشَقح تُض انقُاعُح  -3 

وّب ٚسد فٟ    Gibbs samplerِؼب٠ٕخ عجظ ِمذساد ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثبعزؼّبي 

 (2-4-3 ) اٌفمشح

 : انًشحهح انشاتؼح

اٌّفبمٍخ ث١ٓ هشائك اٌزمذ٠ش اٌّذسٚعخ، فمذ عشٜ  ػٓ هش٠كٌغشك اٌٛفٛي ٌٍّمذس الافنً  

 الاػزّبد ثؾىً ػبَ ػٍٝ اٌّؼب١٠ش ا٢ر١خ:

: ٠ّضً اٌزؾ١ض ِطٍك ِغّٛع اٌفشق ث١ٓ اٌّمذسح ٚاٌم١ّخ اٌؾم١م١خ ِمغِٛب  ػٍٝ ػذد Biasاٌزؾ١ض  -1

 ِشاد رىشاس اٌزغشثخ ٚف١غزٗ وب٢رٟ:

     |
∑ ( ̂  ) 
   

 
|                                                     … (3-79) 

r ػذد ِشاد رىشاس رغبسة اٌّؾبوبح  
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2- square roots of average squared errors (RASE)  اٌغزس اٌزشث١ؼٟ ٌّؼذي ِغّٛع ٛ٘ :

 ِشثؼبد اٌفشق ث١ٓ اٌّؼٍّخ اٌّمذسح ٚاٌّؼٍّخ اٌؾم١م١خ، ٚف١غزٗ وب٢رٟ:

     √∑ ( ̂  )
  

   

 
                                                                … (3-80) 

: ٘ٛ اٌغزس اٌزشث١ؼٟ ٌّغّٛع ِشثؼبد standard deviations (SD)الأؾشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍّمذس  -3

أؾشافبد اٌّؼٍّخ اٌّمذسح ػٓ ٚعطٙب اٌؾغبثٟ ِمغِٛب  ػٍٝ ػذد ِشاد رىشاس اٌزغشثخ ٚف١غزٗ 

 وب٢رٟ:

   √∑ ( ̂  )
  

   

 
                                                         … (3-81) 

:CPاؽزّبلاد اٌزغط١خ اٌفؼ١ٍخ )فزشح اٌضمخ( ٌٍّؼٍّبد اٌّمذسح  -4
(41) 

The actual coverage probabilities (CP) of nominal 95% credible/confidence 

intervals 

 

   
       

  
                                                                            … (3-82) 

ِذٜ اٌزغط١خ اٌزٞ  CPاٌضمخ، ٠ؼطٟ ثغو  ٌّذحاٌؾذٚد اٌؼ١ٍب ٚاٌذ١ٔب اٌّخققخ     ٚ     اْ  إر

٠ّىٓ أْ رخزٍف ف١ٗ ل١بعبد اٌؼ١ٍّخ. ٠ٚؼطٟ اٌّمبَ ِذٜ اٌزغط١خ اٌزٞ رخزٍف ف١ٗ اٌؼ١ٍّخ فؼ١ٍب . فىٍّب 

 وبٔذ اٌّؼٍّبد اٌّمذسح أفنً.  ب  وبْ اؽزّبي اٌزغط١خ ػب١ٌ

 يُاقشح َتائذ انًحاكاج: 3-،-3

خ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ثؾغت رُ ػشك ٔزبئظ رغبسة اٌّؾبوبح ٚرؾ١ٍٍٙب ٌزمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌ

إٌزبئظ اٌّٛمؾخ فٟ اٌغذاٚي  أرٟإٌظشٞ ِٓ ٘زٖ اٌشعبٌخ ٚف١ّب ٠ هشائك اٌزمذ٠ش اٌّج١ٕخ فٟ اٌغبٔت

ٌٚؾغَٛ اٌؼ١ٕبد اٌّخزٍفخ ٚاٌؾبلاد اٌّخزٍفخ ٌٍم١ُ الافزشام١خ  اٌزٟ ع١زُ رؾ١ٍٍٙب ثؾغت اٌزغٍغً،

( ِشح ٚرُ 1000(ٌٚزغشثخ ػذد ِىشسارٙب )3-12( اٌٝ)2-3الا١ٌٚــخ وبفخ ٚاٌّٛمؾخ فٟ اٌغــذاٚي )

 ػشك إٌزبئظ وب٢رٟ: 
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( ٚرٌه ٌزؾبثخ ٔزبئغٙب 200،500، 150، 75،  50، 25ِلاؽظخ: رُ ؽزف ثؼل اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )

 ِغ ٔزبئظ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح اٌّزوٛسح فٟ اٌغذاٚي ادٔبٖ.

 : =1.11σػُذ يغتىي تشىَش  )1

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 2-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 ١ٍخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼّ

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=100ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

 ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

 

 

 (،-3رذول )

ويقذاس انتحُض  ة غشائق انتقذَش انخلاثوانًقذسج تًىريؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASEو )يذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

                   الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 0.1 0.1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 0.343 0.567 0.451 

GP 0.556 0.168 0.291 
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Bayes  0.791 0.071 0.061 

Bias 

  

ML 18.5 13.7 29.9 

Bayes GP 12.5 11.5 16.5 

Bayes  7.3 8.6 9.8 

SD  

   

ML 22.34 21.53 31.92 

Bayes  GP 14.11 12.53 23.92 

Bayes  11.19 10.54 16.91 

RASE  

   

ML 44.8 67.9 56.3 

Bayes  GP 34.1 35.6 44.7 

Bayes  18.8 17.5 16.1 

CP % 

ML  44.7 49.6 47.1 

Bayes GP 67.5 66.8 61.1 

Bayes  81.9  87.8 88.9 

100 

ML 0.678 0.786 0.265 

 GP 0.791 0.082 0.129 

Bayes  0.322 0.453 0.675 

Bias 

  

ML 12.7 12.8 26.7 

GP GP 10.2 8.8 15.8 

Bayes  24.9 22.1 36.7 

SD  

   

ML 24.56 22.13 30.45 

GP GP 11.22 13.01 18.31 

Bayes  38.56 30.85 33.77 
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RASE  

   

ML 31.33 54.55 43.7 

GP GP 30.6 46.4 41.6 

Bayes  56.88 75.67 89.89 

CP  

ML  85.0 87.6 81.4 

GP GP 80.8  81.9 79.7 

Bayes  77.78  67.8 77.9 

1000 

ML 1.012 0.014 0.011 

 GP 0.998 0.123 0.122 

Bayes  0.421 0.862 0.884 

Bias 

  

ML 2.72 2.41 6.1 

ML GP 9.5 7.1 9.5 

Bayes  45.5 55.1 67.6 

SD  

   

ML 3.34 5.43 6.12 

ML GP 5.32 7.43 8.32 

Bayes  88.65 67.54 78.65 

RASE  

   

ML 8.21 13.23 14.5 

ML GP 16.5 15.5 15.4 

Bayes  89.66 90.89 99.78 

CP  

ML 91.77 98.66 89.66 

ML GP 87.88 87.9 88.3 

Bayes  55.8 56.9 65.8 
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 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 3-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=75ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

 خ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. ر١ٍٙب هش٠م

 

 

 

 

 

 

 (3-3رذول )

يؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانًقذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاث ويقذاس انتحُض 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASEو ) يذج

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ              ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 2 1 1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 1.452 0.274 0.652 

GP 2.676 3.244 5.34 

Bayes  2.422 0.342 0.555 
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Bias 

  

ML 22.4 38.6 44.4 

Bayes GP 18.3 18.3 22.6 

Bayes  14.2 16.4 20.6 

SD  

   

ML 44.46 43.19 54.67 

Bayes  GP 28.12 34.34 45.66 

Bayes  22.28 18.55 22.34 

RASE  

   

ML 60.78 66.8 67.9 

Bayes  GP 44.8 67.9 56.3 

Bayes  34.1 45.7 53.2 

CP % 

ML   56.6 66.8 54.9 

Bayes GP 76.8  76.6 89.1 

Bayes  92.3 92.3  90.1 

75 

ML 1.643 0.878 0.697 

 GP 2.155 1.178 1.188 

Bayes  2.786 0.453 0.666 

Bias 

  

ML 19.2 20.4 21.4 

GP GP 17.7 17.6 19.8 

Bayes  21.6 33.2 40.4 

SD  

   

ML 30.23 23.34 25.21 

GP GP 23.23 18.56 22.99 

Bayes  41.44 40.21 40.21 

RASE  ML 50.23 51.4 56.8 GP 
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53 

 

   GP 43.3 45.5 46.8 

Bayes  59.9 55.3 67.4 

CP  

ML 71.2  70.2 87.5 

GP GP 94.8 96.9  93.7 

Bayes    69.9 79.2 65.4 

1000 

ML 2.101 0.911 0.959 

 GP 2.286 1.181 1.181 

Bayes  2.989 0.355 0.358 

Bias 

  

ML 11.2 20.1 26.2 

ML GP 18.1 22.8 25.1 

Bayes  34.4 31.3 53.3 

SD  

   

ML 17.11 14.21 14.24 

ML GP 18.23 19.33 18.23 

Bayes  36.77 30.56 33.32 

RASE  

   

ML 28.32 30.1 30.2 

ML GP 38.3 39.3 47.5 

Bayes  67.1 65.7 66.7 

CP  

ML   98.3 98.4 97.3 

ML GP 93.2 93.9  95.9 

Bayes  60.7  62.1 71.3 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 4-3ِٓ عذٚي )



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد  m=10 ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=75ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000ّؾب٘ذح ػٕذ اٌى١ّخ اٌ .3

 اٌزمذ٠ش. ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ

 

 

 (3-4رذول )

ويقذاس انتحُض  ش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانًقذسج تًىرة غشائق انتقذَ 

(Bias )( ٌوالاَحشاف انًؼُاسSD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASEو )يذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 1 2 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 0.198 0.187 0.432 

GP 0.467 0.239 0.223 

Bayes  0.671 0.749 2.421 

Bias 

  

ML 87.6 89.3 69.3 

Bayes GP 83.5 87.2 88.8 

Bayes  67.4 63.3 44.5 

SD  ML 34.58 36.66 33.35 Bayes  
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   GP 23.24 20.38 31.45 

Bayes  34.78 18.56 25.45 

RASE  

   

ML 81.4 84.3 79.5 

Bayes  GP 55.2 54.3 51.5 

Bayes  31.4 36.4 44.4 

CP % 

ML  41.5 41.4   49.3 

Bayes GP 77.4 71.2 66.4 

Bayes  80.7  81.4 83.4 

75 

ML 1.292 1.477 2.293 

 GP 1.447 1.455 2.356 

Bayes  0.654 0.676 2.791 

Bias 

  

ML 81.2 84.3 85.4 

GP GP 80.6 81.4 82.7 

Bayes  91.9 92.7 87.8 

SD  

   

ML 30.55 31.56 29.45 

GP GP 18.33 16.01 22.41 

Bayes  56.55 45.34 56.34 

RASE  

   

ML 79.3 81.3 67.8 

GP GP 49.4 50.4 41.5 

Bayes  56.3 66.6 46.5 

CP  
ML  80.5 84.7   78.9 

GP 
GP 84.4 87.8  88.4 
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Bayes  54.3  61.5 71.4 

1000 

ML 1.0322 1.045 2.111 

 GP 1.168 1.132 2.286 

Bayes  0.071 0.043 4.211 

Bias 

  

ML 55.5 65.4 68.5 

ML GP 76.4 77.3 75.5 

Bayes  100.4 100.4 134.5 

SD  

   

ML 22.21 20.32 18.21 

ML GP 25.44 23.34 33.21 

Bayes  78.88 90.75 118.31 

RASE  

   

ML 39.6 41.7 41.8 

ML GP 48.3 43.42 45.3 

Bayes  110.4 118.8 119.4 

CP  

ML 96.9 98.8  97.6 

ML GP  89.6 87.8   89.7 

Bayes  36.2  33.2 45.2 

 

 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 5-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=100ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

 شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١

 

 

 

 

 ( 3-5رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح ػُذ انًؼهًاخ الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 6 4 3 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 8.986 5.875 5.565 

GP 7.777 6.567 6.787 

Bayes  6.652 4.538 4.665 

Bias 

  

ML 44.8 45.9 56.8 

Bayes GP 39.2 41.1 50.6 

Bayes  30.5 31.5 32.7 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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SD  

   

ML 56.55 65.78 56.88 

Bayes  GP 54.12 58.77 54.54 

Bayes  44.44 43.54 46.78 

RASE  

   

ML 88.9 89.6 88.5 

Bayes  GP 84.3 87.4 85.4 

Bayes  65.4 65.7 65.4 

CP % 

ML 77.6 76.5 65.4 

Bayes GP  80.5 78.8 67.8 

Bayes  89.5  87.5 88.8 

100 

ML 5.465 6.674 4.453 

 GP 5.435 4.324 4.333 

Bayes  7.889 4.787 4.898 

Bias 

  

ML 39.3 40.1 48.5 

GP GP 36.6 36.9 45.7 

Bayes  43.3 43.5 49.6 

SD  

   

ML 46.68 55.66 45.67 

GP GP 45.67 56.78 44.56 

Bayes  51.22 61.31 50.32 

RASE  

   

ML 85.3 77.5 80.4 

GP GP 58.4 60.1 55.6 

Bayes  82.1 85.5 79.5 

CP  ML 89.8 89.7 85.9 GP 
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GP  94.4 94.4 87.5 

Bayes  54.5  65.7  66.6 

1000 

ML 6.121 4.145 3.178 

 GP 5.978 4.314 3.314 

Bayes  9.639 5.787 6.888 

Bias 

  

ML 27.5 38.6 32.3 

ML GP 30.3 31.5 33.7 

Bayes  35.5 40.3 38.4 

SD  

   

ML 36.44 35.33 36.44 

ML GP 39.35 39.32 37.56 

Bayes  44.57 46.56 37.44 

RASE  

   

ML 44.4 52.4 45.5 

ML GP 45.1 53.3 48.4 

Bayes  55.45 45.6 61.6 

CP  

ML 98.6 98.5 97.7 

ML GP  97.6 97.8 96.5 

Bayes  50.4  584  59.7 

 

 : =1.15σػُذ يغتىي تشىَش )،

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 6-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ ٚاخ١شا  اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ. 
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رفٛلذ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ.  m=50ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 فٟ اٌزمذ٠ش. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض 

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ m=1000 ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

 ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

 

 

 

 

 

 

 (3-6رذول )

ويقذاس انتحُض  انخلاثقذسج تًىرة غشائق انتقذَش يؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ              ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

                   الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 0.1 0.1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 4.89 2.89 2.98 

GP 1.85 1.79 1.65 

Bayes  1.54 1.39 1.53 

Bias 

  

ML 89.27 89.89 89.52 
Bayes 

GP 88.8 87.9 87.88 
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Bayes  55.7 54.5 54.8 

SD  

   

ML 47.58 45.66 45.66 

Bayes  GP 44.23 46.56 47.34 

Bayes  34.16 35.45 35.56 

RASE  

   

ML 88.7 98.8 99.6 

Bayes  GP 87.5 78.8 78.5 

Bayes  55.4 56.3 53.18 

CP % 

ML 45.5 44.8 45.8 

Bayes GP 56.5 57.8 54.9 

Bayes  78.8 79.7 78.9 

50 

ML 2.20 1.21 1.77 

 GP 1.44 0.98 0.56 

Bayes  1.77 1.78 1.65 

Bias 

  

ML 83.33 87.43 85.21 

GP GP 78.2 81.2 81.5 

Bayes  87.6 89.9 89.6 

SD  

   

ML 44.56 41.32 38.32 

GP GP 38.31 38.65 35.49 

Bayes  77.32 65.67 66.22 

RASE  

   

ML 78.8 77.2 78.5 

GP GP 74.3 70.5 69.8 

Bayes  88.9 89.6 89.8 
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CP  

ML 62.5 65.8 71.2 

GP GP 87.1 76.9   77.4 

Bayes  44.1 60.1 62.6 

1000 

ML 1.15 0.18 0.13 

 GP 0.96 1.26 1.12 

Bayes  1.99 1.89 1.92 

Bias 

  

ML 11.12 9.22 8.21 

ML GP 12.2 10.2 9.1 

Bayes  23.1 22.1 21.9 

SD  

   

ML 6.18 14.11 11.41 

ML GP 9.26 17.22 15.12 

Bayes  57.33 54.32 42.21 

RASE  

   

ML 16.3 20.1 12.8 

ML GP 18.8 21.6 18.3 

Bayes  55.7 50.3 57.4 

CP  

ML 99.1 99.2 98.8 

ML GP 98.9 98.8 96.8 

Bayes   43.4 46.6 59.8 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 7-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .4

 اٌغضئ١خ ر١ٍٙب هش٠مخ ث١ض ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب  m=25ػٕذ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح  .5

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  رفٛلذ هش٠ك 0m=100ػٕذ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح  .6

أٗ وٍّب صادد اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  ؾع١ض فٟ اٌزمذ٠ش . ٍٚٔا  هش٠مخ ثر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١ش

الزشثذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ِٓ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

 اٌغضئ١خ. 

 

 

 

 

 (7-3رذول )

ويقذاس  ثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانًقذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلا 

انخطأ  وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ( SD( والاَحشاف انًؼُاسٌ )Biasانتحُض)

(RASE )ويذج ( انتغطُحCP ػُذ انكًُاخ انًشاهذج )              نهًؼهًاخ انًقذسج

               ػُذ انًؼهًاخ الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 2 1 1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 2.99 1.89 1.86 

GP 2.19 1.91 2.91 

Bayes  2.51 1.34 1.53 

Bias 

  

ML 89.7 88.5 90.8 
GP 

GP 78.7 70.8 66.8 
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Bayes  81.2 76.4 69.5 

SD  

   

ML 82.78 88.61 81.91 

GP GP 71.12 68.88 70.81 

Bayes  77.66 71.89 73.77 

RASE  

   

ML 101.1 108.7 111.9 

GP  GP 90.9 89.9 88.6 

Bayes  99.7 98.3 97.6 

CP % 

ML  56.6 51.9 56.9 

GP GP 82.9 88.5 87.9 

Bayes  71.5  76.1 81.1 

25 

ML 2.12 1.77 1.65 

 GP 1.34 1.60 1.66 

Bayes  1.98 1.21 1.29 

Bias 

  

ML 88.4 86.7 87.4 

Bayes  GP 77.3 65.6 66.7 

Bayes  67.4 62.1 65.4 

SD  

   

ML 67.78 68.77 71.34 

Bayes GP 68.22 66.45 68.46 

Bayes  56.67 61.43 60.44 

RASE  

   

ML 98.3 96.5 100.2 

Bayes GP 88.5 86.5 83.4 

Bayes  76.4 80.2 89.7 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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CP  

ML  57.7 53.2 57.5 

Bayes GP 84.2 89.6 88.7 

Bayes  89.7  91.6 90.1 

1000 

ML 2.22 1.22 1.21 

 GP 2.29 1.11 1.16 

Bayes  2.66 2.45 1.89 

Bias 

  

ML 61.1 61.9 60.2 

GP GP 46.7 48.7 49.2 

Bayes  83.6 85.6 87.6 

SD  

   

ML 51.41 52.78 45.22 

GP GP 38.43 36.76 38.51 

Bayes  84.5 86.3 85.9 

RASE  

   

ML 55.1 57.4 60.4 

GP GP 42.3 46.4 42.4 

Bayes  92.3 93.7 96.5 

CP  

ML  95.9 96.8 97.5 

GP GP 99.7 98.9 99.6 

Bayes  56.6  66.5 67.6 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 8-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=10.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 1

 اٌغضئ١خ ر١ٍٙب هش٠مخ ث١ض ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=25.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 2

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m= 1000.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 3

 ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

 

 

 

 

 ( 8-3رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثانحقُقُح وانًيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ              ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 1 2 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 2.67 2.87 5.87 

GP 2.29 1.11 1.14 

Bayes  2.66 2.45 1.89 

Bias 

  

ML 144.4 134.4 145.7 
Bayes 

GP 90.3 89.4 78.8 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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Bayes  88.9 87.3 77.1 

SD  

   

ML 127.34 128.67 126.56 

Bayes  GP 110.45 118.55 128.43 

Bayes  90.9 93.6 92.6 

RASE  

   

ML 189.3 176.3 157.9 

Bayes  GP 109.5 130.3 129.5 

Bayes  90.7 98.8 98.3 

CP % 

ML  67.3 67.4 62.2 

Bayes GP 87.8 85.4 82.6 

Bayes  88.9  89.9 89.88 

25 

ML 2.31 2.56 3.31 

 GP 2.29 1.11 1.16 

Bayes  1.87 1.15 2.39 

Bias 

  

ML 127.2 114.7 125.4 

Bayes  GP 89.2 87.5 77.3 

Bayes  78.6 79.9 67.4 

SD  

   

ML 127.32 111.32 117.34 

Bayes GP 109.66 108.65 120.32 

Bayes  89.3 91.1 90.3 

RASE  

   

ML 160.4 156.7 147.5 

Bayes  GP 101.2 128.7 118.3 

Bayes  97.3 82.3 90.6 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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CP  

ML  65.2 64.4 60.6 

Bayes  GP 60.1 61.2 59.3 

Bayes  87.4  83.6 81.56 

1000 

ML 1.18 1.12 2.19 

 GP 1.10 1.22 2.24 

Bayes  3.68 1.76 3.31 

Bias 

  

ML 45.1 49.6 47.4 

GP GP 44.3 47.6 46.1 

Bayes  77.2 76.4 71.3 

SD  

   

ML 45.47 51.56 55.44 

GP GP 47.2 50.5 54.4 

Bayes  66.41 70.54 65.55 

RASE  

   

ML 57.6 65.3 68.8 

GP GP 55.3 63.3 62.4 

Bayes  77.1 65.4 78.8 

CP  

ML 98.2  97.5 96.7 

GP GP 98.5 98.5 97.7 

Bayes   60.2 61.2  60.9 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 9-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ

 

 
69 

 

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m= 100.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 2

 اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 3

 ب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. ر١ٍٙ

 

 

 

 

 ( 9-3رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح  ػُذ انًؼهًاخ الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 6 4 3 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 9.45 6.66 5.54 

GP 7.55 6.67 5.34 

Bayes  6.32 4.56 3.52 

Bias 

  

ML 77.4 76.4 69.9 
Bayes 

GP 72.7 75.5 70.3 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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Bayes  66.4 61.8 63.9 

SD  

   

ML 35.33 35.78 40.41 

Bayes  GP 33.8 31.9 37.8 

Bayes  25.33 30.31 32.23 

RASE  

   

ML 44.8 45.8 46.9 

Bayes  GP 43.4 43.8 45.5 

Bayes  39.8 40.2 40.3 

CP % 

ML 67.9  66.8 65.3 

Bayes GP 66.7 67.9 64.0 

Bayes   78.8 79.9  78.4 

100 

ML 6.36 4.49 3.21 

 GP 6.45 4.56 3.43 

Bayes  8.87 5.55 6.98 

Bias 

  

ML 56.1 56.1 55.8 

GP GP 54.2 52.4 50.4 

Bayes  58.7 54.5 60.9 

SD  

   

ML 19.44 21.39 20.39 

GP GP 18.2 19.7 19.2 

Bayes  23.22 21.22 22.21 

RASE  

   

ML 30.2 33.6 32.6 

GP GP 29.3 31.4 31.3 

Bayes  33.1 34.4 33.5 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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CP  

ML 85.3  86.8 86.01 

GP GP  87.8 89.9  90.4 

Bayes  71.3   67.4 61.4 

1000 

ML 6.24 4.44 3.32 

 GP 6.49 4.19 3.76 

Bayes  8.54 5.56 6.78 

Bias 

  

ML 20.1 17.2 20.6 

ML GP 25.6 23.6 24.7 

Bayes  30.2 30.5 32.3 

SD  

   

ML 10.22 11.21 11.39 

ML GP 12.6 13.8 12.2 

Bayes  15.47 15.67 15.33 

RASE  

   

ML 15.1 18.8 19.9 

ML GP 18.4 18.9 20.4 

Bayes  23.4 21.3 23.3 

CP  

ML  98.8 98.8  99.2 

ML GP 96.5  96.7 97.5 

Bayes  58.8   56.9  66.8 

 

 : =1.19σػُذ يغتىي تشىَش )3

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 10-3ِٓ عذٚي )



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ

 

 
72 

 

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب   m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح1.

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ. 

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ  m= 100,1000.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 2

 ا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. اٌزفبم١ٍخ ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١ش

 رمبسة هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ِٓ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ػٕذ ص٠بدح اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح.  ٍؾعٔ 3.

 

 (11-3رذول )

ويقذاس انتحُض  ج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانًقذس 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

                   الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 0.1 0.1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 3.75 1.96 1.88 

GP 1.33 1.42 1.43 

Bayes  1.37 0.89 0.78 

Bias 

  

ML 25.23 25.77 24.67 

Bayes GP 24.2 24.6 23.3 

Bayes  22.1 21.8 20.1 

SD  ML 30.23 31.23 30.44 Bayes  



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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   GP 28.81 29.22 28.11 

Bayes  26.23 27.56 26.33 

RASE  

   

ML 34.4 35.6 37.7 

Bayes  GP 32.2 31.3 33.3 

Bayes  29.9 28.6 30.2 

CP % 

ML 34.2 39.6 40.3 

Bayes GP 56.7 59.9 60.4 

Bayes  90.9 91.5 92.2 

100 

ML 1.49 0.57 0.43 

 GP 1.30 0.33 0.71 

Bayes  2.09 1.19 1.77 

Bias 

  

ML 13.87 15.12 15.33 

GP GP 11.3 10.7 11.8 

Bayes  14.7 14.3 17.2 

SD  

   

ML 21.29 22.23 21.45 

GP GP 20.71 18.77 18.47 

Bayes  22.78 24.59 23.34 

RASE  

   

ML 19.9 20.5 19.3 

GP GP 15.5 15.6 14.2 

Bayes  21.5 21.3 20.7 

CP  
ML 67.8  70.9 71.5 

GP 
GP 89.9 86.8  87.5 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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Bayes  65.4 68.4 66.9 

1000 

ML 1.10 0.19 0.11 

 GP 1.11 0.21 0.18 

Bayes  3.88 2.99 1.98 

Bias 

  

ML 3.22 4.56 3.32 

GP GP 2.2 3.5 2.4 

Bayes  5.7 6.8 8.6 

SD  

   

ML 5.22 7.56 9.45 GP 

GP 3.34 6.67 5.45 

Bayes  9.67 8.78 9.76 

RASE  

   

ML 6.3 4.7 5.5 

GP GP 4.5 4.1 4.8 

Bayes  7.6 8.8 9.9 

CP  

ML 95.7  95.7  93.4 GP 

GP 98.8 96.5  95.7 

Bayes  38.6 40.3 42.3 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 11-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب   m=10.ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m= 100ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح 2.

 ٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ  رفٛلذ هش٠ك m=1000ػٕذ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح 3.

 اٌزفبم١ٍخ ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

 

 (11-3رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً 

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 2 1 1 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 3.92 2.34 2.56 

GP 2.56 1.78 1.38 

Bayes  2.31 1.47 1.38 

Bias 

  

ML 77.44 67.78 79.69 

Bayes GP 56.8 61.9 74.4 

Bayes  51.2 57.6 71.5 

SD  

   

ML 79.79 89.77 80.78 

Bayes GP 77.39 87.77 78.55 

Bayes  73.45 71.67 73.5 

RASE  ML 100.5 99.8 108.6 Bayes 
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   GP 98.6 88.9 99.6 

Bayes  94.4 79.7 85.3 

CP % 

ML 56.6  66.4  64.7 

Bayes GP 81.5 84.3  81.2 

Bayes  89.9 88.7 84.7 

100 

ML 2.23 1.44 1.38 

 GP 2.25 1.26 1.15 

Bayes  2.87 1.88 1.73 

Bias 

  

ML 43.56 49.66 51.39 

GP GP 42.5 44.3 43.3 

Bayes  52.4 52.5 60.8 

SD  

   

ML 53.41 59.45 57.33 

GP GP 47.58 50.22 53.45 

Bayes  61.44 66.33 59.68 

RASE  

   

ML 53.1 59.3 58.3 

GP GP 48.4 51.2 56.6 

Bayes  62.4 65.8 65.6 

CP  

ML 89.8  88.9  90.1 

GP GP 97.7 97.8  96.7 

Bayes  55.4 58.9 72.5 

1000 
ML 2.21 1.22 1.34 

 
GP 2.35 1.33 1.31 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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Bayes  2.79 2.54 2.23 

Bias 

  

ML 27.1 31.4 33.7 

ML GP 31.39 34.68 36.22 

Bayes  41.7 41.7 41.8 

SD  

   

ML 38.64 41.54 37.45 

ML GP 44.44 42.39 39.39 

Bayes  50.33 48.56 40.21 

RASE  

   

ML 37.4 37.8 44.2 

ML GP 40.9 38.8 45.3 

Bayes  41.5 50.5 50.2 

CP  

ML 99.2 98.5  99.4 

ML GP 96.7  98.9  97.9 

Bayes  53.3 50.8 50.1 

     

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ:12-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=75ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m=1000ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

أٗ وٍّب صادد اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  ؾعشا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. ٍٚٔر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١

الزشثذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ِٓ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

 اٌغضئ١خ. 



 فقً اٌضبٌش                                                                                  اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚاٌزطج١مٟ
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 ( ،1-3رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثيؼهًاخ انًؼادنح انتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً

(Biasوالاَحشاف ان )( ًٌؼُاسSD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 

نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ               ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               الافتشاظُح 

m 
Parameters          

Best 

True 1 1 2 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 2.89 1.88 1.81 

GP 2.66 1.76 1.99 

Bayes  1.28 1.65 2.37 

Bias 

  

ML 110.11 120.47 118.8 

Bayes GP 99.67 98.87 89.54 

Bayes  78.9 88.7 89.3 

SD  

   

ML 64.7 67.78 69.67 

Bayes  GP 55.66 56.67 57.45 

Bayes  54.21 54.67 56.44 

RASE  

   

ML 77.7 79.6 88.6 

Bayes  GP 67.5 66.9 69.9 

Bayes  65.2 60.7 63.8 

CP % ML 65.6 64.3  66.5 Bayes 
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GP 82.3  84.4  81.3 

Bayes  87.7 88.9 81.9 

75 

ML 2.56 1.83 1.73 

 GP 2.22 1.13 1.23 

Bayes  1.88 1.83 2.87 

Bias 

  

ML 66.68 68.78 75.35 

GP GP 63.44 67.78 73.32 

Bayes  67.8 71.3 71.3 

SD  

   

ML 50.5 53.6 59.8 

GP GP 38.44 39.48 48.44 

Bayes  65.22 65.67 67.77 

RASE  

   

ML 51.2 56.5 55.5 

GP GP 44.5 53.2 49.9 

Bayes  53.6 54.7 54.3 

CP  

ML 89.8 88.9  91.2 

GP GP 90.9  93.4  94.4 

Bayes  66.6 65.8 71.4 

1000 

ML 2.34 1.21 1.22 

 GP 2.11 1.26 1.08 

Bayes  2.71 2.79 3.21 

Bias 

  

ML 42.22 48.65 55.31 
GP 

GP 39.32 40.49 48.58 
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Bayes  56.6 55.7 59.4 

SD  

   

ML 38.4 36.6 41.6 

GP GP 38.44 37.45 29.38 

Bayes  50.37 48.11 49.98 

RASE  

   

ML 34.6 35.7 39.6 

GP GP 33.3 34.6 30.8 

Bayes  40.3 38.7 40.2 

CP  

ML 96.4 97.4  97.9 

GP GP 98.9  99.7  99.8 

Bayes  53.4   51.5 56.9 

 

 ( ٠زنؼ ِب ٠أرٟ: 13-3ِٓ عذٚي )

رفٛلذ هش٠مخ ث١ض فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ر١ٍٙب  m=10ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .1

 هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ٚاخ١شا  هش٠مخ الاِىبْ الأػظُ.

بم١ٍخ رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزف m=75ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .2

 اٌغضئ١خ. ر١ٍٙب هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ  m= 1000ػٕذ اٌى١ّخ اٌّؾب٘ذح  .3

 ر١ٍٙب هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ، ٚاخ١شا  هش٠مخ ث١ض فٟ اٌزمذ٠ش. 

 

 ( 13-3رذول )

ويقذاس انتحُض  قذسج تًىرة غشائق انتقذَش انخلاثانتفاظهُح انزضئُح انحقُقُح وانً يؼهًاخ انًؼادنح

(Bias( ٌوالاَحشاف انًؼُاس )SD )وانززس انتشتُؼٍ نًؼذل يزًىع يشتؼاخ ( انخطأRASE )ويذج 
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نهًؼهًاخ انًقذسج ػُذ انًؼهًاخ              ( ػُذ انكًُاخ انًشاهذج CPانتغطُح )

               اظُح ػُذ انًؼهًاخ الافتشاظُح الافتش

m 
Parameters          

Best 

True 6 4 3 

10                                      

Estimated     ̂   ̂   ̂  

ML 8.56 6.76 4.87 

GP 6.78 4.88 3.77 

Bayes  6.43 4.31 3.38 

Bias 

  

ML 127.27 133.12 110.34 

Bayes GP 110.43 117.34 108.65 

Bayes  96.7 87.9 89.8 

SD  

   

ML 99.19 98.22 100.5 

Bayes  GP 88.41 87.56 87.44 

Bayes  77.17 78.66 73.65 

RASE  

   

ML 66.8 65.5 63.7 

Bayes  GP 63.4 62.8 60.9 

Bayes  60.2 59.8 56.8 

CP % 

ML 88.9   87.9 84.48 

Bayes GP 91.3  93.5  92.1 

Bayes  94.8  95.5  96.4 

75 ML 6.43 4.44 3.29  
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GP 6.54 4.55 3.49 

Bayes  7.96 4.89 8.99 

Bias 

  

ML 71.6 79.4 78.6 

ML GP 78.78 82.79 85.77 

Bayes  87.60 85.8 86.88 

SD  

   

ML 54.26 62.66 68.9 ML 

GP 56.55 70.22 70.34 

Bayes  65.56 78.78 76.78 

RASE  

   

ML 44.5 43.9 52.2 ML 

GP 45.5 46.4 53.1 

Bayes  51.3 54.5 56.7 

CP  

ML 98.6  97.7  94.3 ML 

GP 93.9  95.7  93.4 

Bayes  78.9   86.6  80.5 

1000 

ML 6.28 4.25 3.31 

 GP 6.10 4.11 3.13 

Bayes  9.21 7.37 5.21 

Bias 

  

ML 51.3 43.3 53.1 

GP GP 23.23 24.11 28.33 

Bayes  60.43 64.66 68.67 

SD  

   

ML 39.44 48.65 45.66 
GP 

GP 35.66 40.66 40.43 
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Bayes  51.44 44.66 57.65 

RASE  

   

ML 30.2 30.8 36.7 

GP GP 22.7 26.4 31.2 

Bayes  44.7 50.5 48.6 

CP  

ML 98.8  98.9  98.6 

GP GP 99.9  99.9  99.9 

Bayes  50.7   66.8  67.5 

 

 

 

 

 

 ( الارٟ:14-٠ٚ3ّىٓ رٍخ١ـ ػذد ِشاد الافن١ٍخ ٚٔغت الافن١ٍخ ٌطشائك اٌزمذ٠ش فٟ اٌغذٚي )

 

 ( افعهُح غشائق انتقذَش ػُذ يغتىَاخ انتشىَش الاتُط انًختهفح 14-3رذول )

َغثح 

 الأفعهُح

 

ػذد يشاخ 

 الأفعهُح

  حزى انؼُُح

 انطشَقح

 

σ 

1000 500 200 150 100 75 50 25 10 

53 19 4 4 4 3 2 1 1 0 0     

0.01 

25 9 0 0 0 1 2 3 2 1 0    
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22 8 0 0 0 0 0 0 1 3 4       

25 9 2 2 1 1 2 1 0 0 0     

0.05 56 20 2 2 3 3 2 3 4 0 1    

19 7 0 0 0 0 0 0 0 4 3       

14 5 1 1 1 0 0 1 1 0 0     

0.09 58 21 3 3 3 4 4 3 1 0 0    

28 10 0 0 0 0 0 0 2 4 4       

 

  ( ِب ٠أرٟ:14-٠3زنؼ ِٓ عذٚي )

( m=10,25فٟ اٌزمذ٠ش ػٍٝ ثبلٟ هشائك اٌزمذ٠ش ػٕذ اؽغبَ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )رفٛق هش٠مخ ث١ض  .1

 ٌغ١ّغ رغبسة اٌّؾبوبح. 

( رفٛلذ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ػٍٝ ثبلٟ هشائك اٌزمذ٠ش ػٕذ اؽغبَ 0.01ػٕذ ِغزٜٛ رؾ٠ٛؼ ) .2

. ر١ٍٙب هش٠مخ ) %53( ثٕغجخ افن١ٍخ )m=100, 150,200,500,1000اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )

ِٚٓ صُ هش٠مخ  (m=50,75%( ػٕذ اؽغبَ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح ١ٍّ25خ اٌىبٚع١خ ثٕغجخ افن١ٍخ )اٌؼ

 (m=10, 25, 50%( ػٕذ اؽغبَ اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )22ث١ض ثٕغجخ افن١ٍخ )

( رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ػٍٝ ثبلٟ هشائك اٌزمذ٠ش ػٕذ اؽغبَ 0.05ػٕذ ِغزٜٛ رؾ٠ٛؼ ) .3

%(. ر١ٍٙب 56( ثٕغجخ افن١ٍخ )m=50, 75, 100, 150,200,500,1000اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )

 %(.19%( ِٚٓ صُ هش٠مخ ث١ض ثٕغجخ افن١ٍخ )25هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ثٕغجخ افن١ٍخ )

( رفٛلذ هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ػٍٝ ثبلٟ هشائك اٌزمذ٠ش ػٕذ اؽغبَ 0.09ػٕذ ِغزٜٛ رؾ٠ٛؼ ) .4

%(. ر١ٍٙب 58( ثٕغجخ افن١ٍخ )m=50, 75, 100, 150,200,500,1000اٌى١ّبد اٌّؾب٘ذح )

 %(.14%( ِٚٓ صُ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ثٕغجخ افن١ٍخ )28هش٠مخ ث١ض ثٕغجخ افن١ٍخ )

 

 انقغى انخاٍَ :انزاَة انتطثُقٍ 3-3
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 :prefaceتًهُذ  3-3-1

ٌٍزؼشف ػٍٝ عٍٛوٗ اٌؾم١مٟ ٚرٌه ثأػزّبد  Covid-19رٕبٚي ٘زا اٌمغُ ِؾبوبح عٍٛن  فب٠شٚط      

ثبعزؼّبي هش٠مخ ث١ض اٌزٟ ػشمذ فٟ اٌغبٔت   Covid-19ث١بٔبد ؽم١م١خ خبفخ ثّشمٝ فب٠شٚط

إٌظشٞ ِٓ ٘زٖ اٌشعبٌخ ػٍٝ الأّٛرط اٌزٞ ٠ّضً عٍٛن اٌفب٠شٚط ٌغشك رمذ٠ش ِؼٍّبرٗ ٚاٌزٟ رُ 

 شعبٌخ ثبلاػزّبد ػٍٝ ٔزبئظ رغبسة اٌّؾبوبح .اٌزٛفً اٌٝ افن١ٍزٙب ِٓ ث١ٓ اٌطشائك اٌّغزؼٍّخ فٟ اٌ

Covid-19ًَزرح دَُايُكُح انفاَشوط نـ  3-2- 3
(،6(5)63(5)33(5)45(5)36) 

 19)-iral Dynamics in CovidVModeling of ) 

راد أ١ّ٘خ وج١شح لأٔٙب رٛفش ٔظشح صبلجخ فٟ ػ١ٍّخ  Covid-19 دساعخ د٠ٕب١ِى١خ  اٌفب٠شٚط فٟ  ذرؼ

أصٕبء رٕبٚي عشػبد اٌؼلاط اٌّنبد ٌٍفب٠شٚعبد ،  فٟ ٚاٌخلا٠ب اٌّقبثخ ٚاٌمنبء ػ١ٍٗ عٍٛن اٌفب٠شٚط

وزٌه ٠ّىٓ اعزؼّبي رمذ٠شاد اٌّؼٍّبد اٌذ٠ٕب١ِى١خ اٌف١شٚع١خ ٌزؾذ٠ذ ػّش ٘زٖ اٌفب٠شٚعبد ٚرٌه ٌزمذ٠ش 

ْ فب٠شٚط ا إرو١ّخ اٌغشػبد اٌؼلاع١خ اٌزٟ ٠ؾزبعٙب اٌّش٠ل ٚرم١١ُ فؼب١ٌخ ٘زٖ اٌغشػبد ِٓ اٌؼلاط 

Covid-19  اٌٛفبح. ٌٚمذ رؾغٕذ  ِٚٓ صُ ٚعٛدٖ لذ ٠ؤدٞ اٌٝ أِشاك خط١شح ِضً ر١ٍف اٌشئخ

ِب أدٜ ذ اٌزٛلف ػٓ اٌؼلاط اٌؼلاعبد اٌّنبدح ٌٍفب٠شٚعبد ِٚغ رٌه لذ ٠ٕزؼؼ اٌفب٠شٚط ِٓ عذ٠ذ ثؼ

 ٙب ّٚٔزعزٙب.اٌٝ مشٚسح  اٌزؼّك اوضش ٌّؼشفخ اٌزغجت  فٟ الإفبثخ ثٙزٖ اٌفب٠شٚعبد ٚدساعخ عٍٛو

، ٚ٘ٛ ِشك ِؼذٞ رغججٗ الإفبثخ ثف١شٚط وبفخ ( فٟ أؾبء اٌؼبCOVID-19ٌُأزؾش ِشك  )

اٌىض١ش  اعزؼّبي( ، ٚاٌزٞ عجت عبئؾخ فب٠شٚط وٛسٚٔب اٌؼب١ٌّخ . ٚلذ رُ SARS-CoV-2وٛسٚٔب  )

فؾـ ػٓ هش٠ك  SARS-CoV-2ِٓ إٌّبرط اٌش٠بم١خ ٌذساعخ اٌغّبد اٌّغججخ ٌّشك ػذٜٚ 

-SARSاٌزفبػً ث١ٓ اٌف١شٚط ٚاٌخلا٠ب ٚالاعزغبثبد إٌّبػ١خ. أْ اٌذ٠ٕب١ِى١بد اٌف١شٚع١خ ٌؼذٜٚ 

CoV-2  ًففٟ اٌّشؽٍخ الأ١ٌٚخ  ٠ضداد اٌؾًّ اٌف١شٚعٟ ثغشػخ ٠ٚقً إٌٝ ١ِّضحٌٙب ػذح ِشاؽ .

ّفب٠ٚخ وٙذف اٌزسٚح ، ر١ٍٙب ِشؽٍخ رلاؽٟ اٌفب٠شٚط)الامّؾلاي( اٌزٟ ٠ؾُزًّ أْ رٕزغٙب اٌخلا٠ب اٌٍ

اٌؾًّ اٌف١شٚعٟ ثغجت ظٙٛس الاعزغبثبد إٌّبػ١خ صبٔٛٞ ٌٍؼذٜٚ. ٚفٟ اٌّشؽٍخ الأخ١شح ٠ٕخفل 

 اٌزى١ف١خ.  

 خإٌٝ رٍف اٌخلا٠ب اٌزٟ ٠ذخٍٙب . ٚاٌزٞ ٠زىْٛ ػبدح ِٓ صلاص(Covid-19) ٠ّٚىٓ أْ رؤدٞ الافبثخ ة 

١ذ ِشاؽً: اٌّشؽٍخ إٌنؾ١خ ، اٌّشؽٍخ اٌزىبصش٠خ ، ٚاٌّشؽٍخ اٌز١ٍف١خ. فٟ اٌّشؽٍخ إٌنؾ١خ ، ٠زُ رغٕ
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ِب ٠زغجت فٟ رشاوُ اٌغٛائً فٟ ِغبي اٌشئخ. ٚاٌزٞ ٠ّٕغ ثذٚسٖ اٌخلا٠ب إٌّبػ١خ فٟ اٌشئخ ، 

٠خ ثزغذ٠ذ اٌخلا٠ب اٌؾ٠ٛقلاد اٌٙٛائ١خ ِٓ اٌجمبء ِفزٛؽخ ٌزجبدي اٌغبصاد. ٚرز١ّض اٌّشؽٍخ اٌزىبصش

اٌظٙبس٠خ اٌغٕخ١خ ِٓ إٌٛع اٌضبٟٔ )اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ(. ػٕذ اٌزىبصش ، رٕمً اٌخلا٠ب اٌظٙبس٠خ ِٓ إٌٛع 

لذ  ِٚٓ صُاٌضبٟٔ  اٌٝ اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ ٚرؾذس اٌزٙبث ب ِفشه إٌؾبه ٠ؼضص ثؾىً وج١ش اٌزفبػً إٌنؾٟ. 

ا و ا فٟ اداء رٛاعٗ اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ رأخ١ش  ٪ ِٓ اٌّقبث١ٓ 30 ِب٠مبسة رٌه ، اْفنلا  ػٓ ػٍّٙب. ج١ش 

لا رظٙش ػ١ٍُٙ أػشاك الافبثخ، ٢ْ ِشاؽً رطٛس اٌفب٠شٚط لا رظٙش  COVID-19ثفب٠شٚط 

ػ١ٍُٙ ،  ٌزٌه ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ رىبصش اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ ػٕذ اٌؾذ الأدٔٝ. ٌزٌه ، ػٕذ دساعخ اٌذ٠ٕب١ِى١بد 

ٌؼذٜٚ ، فبْ رٌه ٠زطٍت ِؼشفخ ١٘أح رىبصش ِٚٛد اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ اٌّشؽٍخ اٌّجىشح ِٓ ا فٟاٌف١شٚع١خ 

 فٟ أّٛرط ِجغو ١ٌزٕبعـــــــــــــــــــت ِغ اٌج١بٔبد. 

، الأٚي ٘ٛ الأّٛرط  Covid-19اعزؼٍّذ فٟ ٘زٖ اٌشعبٌخ صلاصخ ّٔبرط ٌذساعخ د٠ٕب١ِى١خ فب٠شٚط 

 اعزؼّبيخلا٠ب اٌّقبثخ ثبٌفب٠شٚط ٚرُ الاعبعٟ اٌجغ١و ٚاٌزٞ ٠زنّٓ فمو اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ ٚاٌ

اٌزجب٠ٕبد فٟ الأّٛرط ٌذساعخ اٌذ٠ٕب١ِىبد داخً اٌّن١ف ٌٍؼذ٠ذ ِٓ ؽبلاد اٌؼذٜٚ اٌفب٠شٚع١خ ِضً 

فب٠شٚط ٔمـ إٌّبػخ اٌّىزغجخ ٚاٌزٙبة اٌىجذ اٌفب٠شٚعٟ ٚالأفٍٛٔضا . اِب الأّٔٛرط اٌضبٟٔ فمذ رنّٓ 

ٞ وبْ فٟ الإّٔٛرط الأٚي الأعبعٟ، ٚاٌضبٌش رنّٓ ِغّٛػخ ِشؽٍخ رلاؽٟ )امّؾلاي( اٌفب٠شٚط اٌز

  اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ اٌضب٠ٛٔخ ٌٍفب٠شٚط اٌّؼذٞ.

 ( ٟ٘ :(Covid-19خ فٟ د٠ٕب١ِى١خ الافبثخ ثفب٠شٚط غٌزٌه فبْ اٌؼٕبفش اٌشئ١

ذ )أٞ اٌخلا٠ب اٌزٟ ٌُ رقت ثبٌفب٠شٚط  ثؼ ((Uninfected cellsاٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ )غ١ش اٌّقبثخ(  .1

 . Tٟٚ٘ ِؼشمخ ٌلأفبثخ( ٚاٌزٟ ٠زُ رش١ِض٘ب ثبٌؾشف 

ٚرٕزظ ٘زٖ اٌخلا٠ب ِٓ اٌخلا٠ب اٌزٟ رغُزٙذف ثبٌفب٠شٚط ٠ٚشِض ٌٙب   ((Infected cellsاٌخلا٠ب اٌّقبثخ  .2

 Iثبٌؾشف 

 .       ٚ٘ٛ ِؼذي اٌىزٍخ اٌؾشو١خ ٌٍفب٠شٚط ٠ٚشِض ٌٗ  )  Viral loadاٌؾًّ اٌف١شٚعٟ ) .3

  

  
                                                                                                          …(3-83) 

  

  
       I                                                                                    …(3-84)                                                                                           

  

  
                                                                                            …(3-85) 
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 ار أْ :

T    اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ 

V  اٌّغجت ٌٍؼذٜٚ ٚ٘ٛ الافبثخ ثفب٠شٚطCovid-19 

I  اٌخلا٠ب اٌّقبثخ اٌّزٌٛذح ِٓ عشاء اٌؼذٜٚ ثبٌفب٠شٚطCovid-19 

 ِؼذي اٌىزٍخ اٌؾشو١خ ٌٍفب٠شٚط     

 ِؼذي اٌٛفبح ٌٍفب٠شٚط    

P   فٟ وً خ١ٍخ ِقبثخ  أزبط اٌفب٠شٚعبد ِؼذي 

C  ِؼذي امّؾلاي اٌفب٠شٚط 

ثّؼذي ؽشوٟ   Iٚاٌزٟ رٌٛذ اٌخلا٠ب  Vبٌؼذٜٚ ثاٌزٟ ٠فزشك ثبْ رقبة  Tار أْ اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ 

ٌىً خ١ٍخ ِقبثخ ثّؼذي رلاؽٟ  Pٚاٌزٟ رٕزظ اٌفب٠شٚعبد اٌزبع١خ ثّؼذي   ٚرّٛد ثّؼذي     

 . Cٌٍفب٠شٚط اٌزبعٟ 

ٚلأّٛرط ثّشؽٍخ امّؾلاي ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ ٚاٌزٞ ٠زنّٓ اسثؼخ ِزغ١شاد ٟ٘ اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ 

T  ٚاٌفب٠شٚط    ٚرٕزظ خلا٠ب ِقبثخ    الامّؾلاي الاٌٚٝ ٚاٌخلا٠ب اٌّقبثخ فٟ ِشؽٍخV  ، ْإر أ

ػٕذ٘ب لارٕزظ  إررقبة ثبٌؼذٜٚ ٚرذخً اٌّشؽٍخ الأٌٚٝ )ِشؽٍخ الامّؾلاي( اٌزٟ اٌخلا٠ب اٌّغزٙذفخ 

٠ٚىْٛ الأّٛرط اٌذ٠ٕب١ِىٟ  Kثّؼذي أزمبي    فب٠شٚعبد. ٟٚ٘ رؼًّ ػٍٝ أزبط اٌخلا٠ب اٌّقبثخ 

 وب٢رٟ: 

  

  
      

   

  
                                                                                        …  (3-86) 

   

  
                                                                                            …(3-87) 

  

  
                                                                                            …(3-88) 
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 اٌخلا٠ب رن١ّٓ ٌزٌه رُ  Covid-19ثف١شٚط  T اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب إفبثخ عذ٠ذح دساعخ ٚلذ ٚعذد

 ٚوب٢رٟ:  الأعبط الأّٛرط فٟ صب٠ٛٔخ ِغزٙذفخ خلا٠ب وّغّٛػخ اٌٍّفب٠ٚخ

   

  
                                                                                             …(3-89) 

   

  
                                                                                          …(3-90) 

  

  
   (     )  , ( )     -                                                     …(3-91) 

  

  
                                                                                           …(3-92) 

 إر أْ:

 رشو١ض اٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ     

 اٌؾخـ عغُ فٟ اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب ِٓ ٔغج١ ب صبثذ ِغزٜٛ ٠ٛعذ ٕ٘ب إررشو١ض اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ     

ب.  ثطٟء اٌّقبثخ غ١ش اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب دٚساْ أْ وّب .اٌغ١ٍُ  أ٠ن 

 اٌشئخ.  فٟ الاٌزٙبث١خ الاعزغبثخ ثغجت الإفبثخ ِٛلغ إٌٝ اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب ِؼذي صبثذ ٠ّضً رغ١ٕذ   

  ثبٌف١شٚط اٌّقبثخ اٌشئ٠ٛخ ٚاٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ِؼذي ػذد اٌخلا٠ب   

 ِؼذي اٌٛفبح ٌٍفب٠شٚط   

P   فٟ وً خ١ٍخ ِقبثخ  أزبط اٌفب٠شٚعبد ِؼذي 

C  ِؼذي امّؾلاي اٌفب٠شٚط 

ٚاٌخلا٠ب اٌمبرٍخ اٌطج١ؼ١خ   βٚاٌخلا٠ب  Tاٌّغزٙذفخ ِٓ اٌخلا٠ب  ثؾىً أعبطرزىْٛ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ 

(NK رٕظُ اٌخلا٠ب .)T  الاعزغبثبد إٌّبػ١خ اٌفطش٠خ ٚاٌزى١ف١خ. رٕزظ اٌخلا٠بβ  ٓب ِنبدح ٠ّٚى  ِ أعغب

اٌزؼشف ػٍٝ اٌخلا٠ب اٌّغٙذح ٚلزٍٙب فٟ غ١بة الأعغبَ اٌّنبدح. ثغجت  NKٌٍخلا٠ب اٌمبرٍخ اٌطج١ؼ١خ 

، ٔفزشك أْ رشو١ض  الإّٔٛرطالاعزغبثبد إٌّبػ١خ اٌفطش٠خ ٚاٌزى١ف١خ ٌزشو١ت  ػٓٔمـ اٌج١بٔبد 

ٌزّض١ً إصاٌخ 𝜔T2I  ، 𝜔اٌّقطٍؼ  ٚٔغزؼًّخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٠زٕبعت ِغ الاعزغبثخ إٌّبػ١خ اٌفطش٠خ اٌ

الاعزغبثخ إٌّبػ١خ اٌفطش٠خ. ٠فُزشك أْ الاعزغبثخ إٌّبػ١خ اٌزى١ف١خ رٕؾو  ػٓ هش٠ك اٌخلا٠ب اٌّقبثخ 

   ، ثبرجبع داٌخ أع١خ     ٌخلا٠ب اٌّقبثخ ِٓ اٌّؼذي الأعبط٠ٚضداد ِؼذي ٚف١بد ا   فٟ ا١ٌَٛ
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  p( (  –  ))  ،ػٕذِب     ٟ٘ ،     )  ٚاْ )رؾذد ِذٜ عشػخ ص٠بدح ِؼذي اٌٛف١بد.   اْ  إر  

<    ٟ٘ٚ     p( (  –  ))   اٌزؾجغ  داٌخ اعزؼّبيػٍٝ اٌشغُ ِٓ أٔٗ ٠ّىٕٕب ٚ .   ≤  ػٕذِب

ِؼٍّخ ٌٍزمذ٠ش ِٓ ِلاءِخ  ع١زُ امبفخفئٔٗ  ِغزؼًّ ٌزؼ١١ٓ اٌؾذ الألقٝ ٌّؼذي اٌٛف١بد ، وّب ٘ٛ 

ا لإٔٔب ٔٙذف إٌٝ ّٔزعخ اٌمنبء اٌف١شٚعٟ فٟ ٔٙب٠خ اٌؼذٜٚ ، فئْ  اٌّزضا٠ذح ثؾىً  اٌذاٌخاٌج١بٔبد. ٔظش 

 وج١ش رىْٛ ِؼمٌٛخ ٌٙزا اٌغشك.

 ١ٌىْٛ(   ) اٌّقبثخ ٌٍخلا٠ب الأعبعٟ اٌٛف١بد رُ رضج١ذ ِؼذي (-914ٌٚغشك ِؾبوبح الأّٛرط )

 ٠ٚجٍغ . خ١ٍخ ٌىً ٍٍِزش فٟ ا١ٌَٛ     ١ٌىْٛ(  ) ا١ٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب رغ١ٕذ ِٚؼذي  ا١ٌَٛ فٟ خ١ٍز١ٓ

 اٌخلا٠ب رؾىً. خ١ٍخ       ِب٠مبسة الإٔغبْ داخً اٌٙٛائ١خ اٌؾ٠ٛقلاد ٌخلا٠ب الإعّبٌٟ اٌؼذد

ِٚٓ . ًِ 6000 ِب٠مبسة اٌشئخ ؽغُ ٠ٚجٍغ ، اٌغٕخ١خ اٌخلا٠ب إعّبٌٟ ِٓ٪ 60 اٌضبٟٔ إٌٛع ِٓ اٌشئ٠ٛخ

)خ١ٍخ  =T (0) =       ×60 ٪×   66000 ٌزىْٛ اٌشئ٠ٛخ ٌٍخلا٠ب الأ١ٌٚخ اٌم١ّخ اخز١بس ٠زُ ، صُ

 اٌٛلذ فٟ ِقبثخ خلا٠ب رٛعذ اٞ لا. 0 ٟ٘ الإفبثخ ِٛلغ فٟ ا١ٌٍّفب٠ٚخ ٌٍخلا٠ب الأ١ٌٚخ ٚاٌم١ّخ / ًِ(

اٌٍؼبة ػٓ هش٠ك اٌّغؾخ  ِٓ اٌّغزخشط اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ ث١بٔبد ِغ إٌّبرط ٚرُ ِلائّخ. الاثزذائٟ

ا. ثبٌفب٠شٚط  ب  ِقبث ب  ( ؽخق15لاؽخبؿ ثٍغ ػذدُ٘ )  رؾذس اٌّجىشح اٌؼذٜٚ ِٓ اٌىض١ش لأْ ٚٔظش 

ا اٌغبئً اٌشئٛٞ إٌٝ اٌف١شٚعبد ِٓ فغ١شح ٔغجخ عٜٛ رٕزمً ٚلا اٌشئخ فٟ  ٔفزشك ، الإفبثخ ثؼذ فٛس 

 ٔغخ      إٌٝ     ِٓ  V (0 ل١ّخ ) ٚٔخـــــــــــــزبس فؼبي أٌٟٚ ف١شٚعٟ رشو١ض ٘ٛ  V (0) أْ

 ػٓ اٌّؼٍّبد ثم١خ ٠ٚزُ رمذ٠ش. إٌٛثبد أفنً رٌٛذ أْ ٠ّىٓ ٚاٌزٟ ، ًِ/  اٌش٠جٟ إٌٛٚٞ اٌؾّل ِٓ

 اٌف١شٚعٟ. اٌؾًّ ث١بٔبد ػٍٝ إٌّبرط رشو١ت هش٠ك 

 فٟ ِٛمؾخ( 3-91) الأّٛرط ثبعزؼّبي اٌزٕفغٟ اٌغٙبص ِٓ اٌج١بٔبد ٠ٕبعت ِب ٚلذ رج١ٓ اْ أفنً

 ((Covid-19 ِقبث١ٓ ثفب٠شٚط  ب  ( ٌخّغخ ػؾش ِش٠ن15-3عذٚي )

 Covid-19 ٌٍّقبث١ٓ ثفب٠شٚط  اٌزٕفغٟ ( ٌج١بٔبد اٌغٙبص3-91( ِلائّخ الأّٛرط )15-3عذٚي )

AIC    V(0) 

RNA/ml 
𝜎 per 

day 
𝜔 

(ml/cell/day) 

c per 

day 

p per 

day 

β 

(ml/virus/day) 
Patient 

-4.262035 9                    18                  1 
-1.533223 7      0.15          40                  2 
-13.22877 10      0.11      5.5                  3 
6.682511 7      0.51          5.5                  4 
2.231213 8      0.10          208                  7 
6.927564 5      0.11        111                  8 
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8.675554 6      0.22        112                  9 
7.698683 7      1.26        116                  10 
6.654738 6      0.66          5.9                  11 
5.487921 5      0.41          3.1                   12 
7.897756 6      1.43        115                  13 
3.458893 5      1.12          190                  14 
-5.334569 8                    11                  15 

 

. Covid-19ِلائُ ثؾىً وج١ش ٌج١بٔبد الافبثبد ثفب٠شٚط  (91-3)( اْ الأّٛرط 15-3ِٓ عذٚي )

ب أْ ٘زا الأّٛرط ٠ظٙش إر  الامّؾلاي ِغ ٠زٛافك لا ٘زا. اٌزسٚح ثؼذ اٌطٛس أؽبدٞ ف١شٚع١ ب أخفبم 

 إصاٌخ ٌٛفف صبثز ب ِؼذلا   ٚلا٠غزؼًّ. اٌّشمٝ ثؼل فٟ ٌٛؽظذ اٌزٟ اٌضب١ٔخ اٌزسٚح ؽزٝ أٚ اٌف١شٚعٟ

 ٚالأخفبك الامّؾلاي اٌفب٠شٚط رفغ١ش فٟ ٚاٌزٞ ٠ٕغؼ ب  صبثز ِؼذلا   ٚلا٠غزؼًّاٌّقبثخ . اٌخلا٠ب

 .اٌّشمٝ فٟ ٌٛؽع اٌزٞ اٌف١شٚعٟ ٌٍؾًّ اٌلاؽك

 رظٙش أْ ٠ّىٓ Covid-19 ٌؼذٜٚ اٌف١شٚع١خ اٌذ٠ٕب١ِى١خ أْ (91-3) ٌلأّٔٛرط اٌّؾبوبح رظُٙش ػ١ٍّخ

 ٠ٛاعٗ. ثغشػخ ٚرغزٍٙه الأ١ٌٚخ اٌّغزٙذفخ اٌخلا٠ب رقبة ، الأٌٚٝ اٌّشؽٍخ فٟ ١ِّضح ِشاؽً فٟ ػذح

ِٓ  ٌٛؽظذ اٌزٟ اٌغش٠ش٠خ اٌج١بٔبد ِغ ٠زفك ٘زا. اٌزسٚح ِغزٜٛ فٟ وج١شح ص٠بدح اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ

 ٠ٚذخً ل١ٍلا   اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ ٠ٕخفل اٌف١شٚع١خ اٌزسٚح ٚثؼذ اٌؾبدح اٌزٕفغ١خ اٌنبئمخ ِزلاصِخ ثذا٠خ

ٚاْ ِشؽٍخ . ثجوء ٠ٕخفل أٚ رمش٠ج ب رغ١١ش دْٚ اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ ٠ظً إر الامّؾلاي ِشؽٍخ

 ، اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب إفبثخ فجذْٚ. صبٔٛٞ وٙذف اٌٍّفب٠ٚخ اٌخلا٠ب إفبثخ ٟ٘ الامّؾلاي اٌفب٠شٚط ٘زٖ

 ع١ٕخفل ، ٌزٌه ٔز١غخ. ٚاعزٕفبد٘ب اٌشئ٠ٛخ اٌخلا٠ب إفبثخ فٟ SARS-CoV-2 ف١شٚط ع١غزّش

 ِٓ ٌّذح اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ اعزّشاس ثؼذ اٌؾفبء.  لبث١ٍخ اٌّقبة اٌفشد ٠ٚفمذ ثغشػخ اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ

 الاعزغبثخ ظٙٛس اٌلاؽمخ اٌّشؽٍخ رٍؾك ،( اٌّشمٝ ثؼل فٟ أعجٛع اٌّضبي عج١ً ػٍٝ) اٌٛلذ

 اٌؾبدح اٌزٕفغ١خ اٌنبئمخ ِزلاصِخ ظٙٛس ِٓ ب  أعجٛػ ِب٠مبسة ثؼذ ِمبسِخ اٌفب٠شٚط. اٌزى١ف١خ إٌّبػ١خ

 ٠ّىٓ لا ِغزٜٛ إٌٝ ثغشػخ اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ ٠ٕخفل ، اٌّشؽٍخ ٘زٖ فٟ. COVID-19 ِشمٝ فٟ

ب ٠زفك ٚ٘زا. اوزؾبفٗ  الإٔزبط ِؼذي ( ا15ْ-3اٌز٠ٓ رّذ ِزبثؼزُٙ. ٠ٚظٙش عذٚي ) اٌّشمٝ ِغ أ٠ن 

 أزؾبس ِغبس ِغ ٠زفك ٚ٘زا. عذا   وج١شح( 𝜔  ٚ 𝜎 ثٛاعطخ اٌّٛفٛفخ) إٌّبػ١خ ٚالاعزغبثخ اٌف١شٚعٟ

 ٘ٛاء هش٠ك ػٓ آخش إٌٝ ِن١ف ِٓ اٌف١شٚط ٠ٕزمً. آخش إٌٝ إٔغبْ ِٓ SARS-CoV-2 ف١شٚط

 فٟ SARS-CoV-2 ٌـ الأ١ٌٚخ اٌؼذٜٚ رؾذس. اٌذل١مخ اٌغغ١ّبد سرار أٚ اٌزٕفغٟ اٌشرار أٚ اٌضف١ش
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 لٕبع اسرذاء أْ إٌٝ ٘زا ٠ٚؾ١ش. اٌشئخ داخً إٌّزظُ اٌّزّبصً إٌغخ ٠ؾذس ث١ّٕب اٌغٙض اٌزٕفغٟ اٌؼٍٛٞ

 اٌّقبث١ٓ.  الأفشاد ِٓ SARS-CoV-2 أزمبي ٌّٕغ فؼبٌخ ٚع١ٍخ ٘ٛ اٌٛعٗ )اٌىّبِخ(

 رُ اعشائٙب اٌزٟ اٌّؾبوبح ٚرٛمؼ. ِؼشٚفخ غ١ش اٌف١شٚعٟ الاسرذاد ٚساء اٌىبِٕخ اٌج١ٌٛٛع١خ اْ اٌؼ١ٍّخ

اٌّقبثخ ٚاٌزٞ  اٌخلا٠ب ٚفبح ِؼذي عشػخ ِذٜ رؾذد اٌزٟ اٌّؼٍّخ ٟٚ٘ فغ١شح 𝜎 ل١ّخ وبٔذ إرا أٔٗ

 اٌخلا٠ب إصاٌخ ِؼذي أْ أٞ ( ،1-3اٌزى١ف١خ  ٚوّب ِٛمؼ فٟ ؽىً ) إٌّبػ١خ الاعزغبثخ ظٙٛس ِغ ٠ضداد

 لأْ صب١ٔخ ف١شٚع١خ رسٚح رٛلغ ٠زُ ػٕذئز   ، اٌزى١ف١خ إٌّبػ١خ الاعزغبثخ ظٙٛس ِغ ثجوء ٠ضداد اٌّقبثخ

 الاسرذاد ِلاؽظخ ٠ّىٓ ، ِٚٓ صُ. اٌف١شٚط رىبصش فٟ ٌٍزؾىُ وبف١خ ١ٌغذ اٌزى١ف١خ إٌّبػ١خ الاعزغبثخ

 اٌؾًّ ع١ٕخفل ، ِؼ١ٓ ِغزٜٛ فٛق ِب إٌٝ t)  ) ص٠بدح ِغ. اٌضِٓ ِٓ ٌّذح ٠غزّش اٌزٞ اٌف١شٚعٟ

 اٌزى١ف١خ إٌّبػ١خ الاعزغبثخ ظٙٛس رٛل١ذ ٠ٚؤصش . إٌٙب٠خ فٟ ِٕٗ اٌزخٍـ ٠ٚزُ أخشٜ ِشح اٌف١شٚعٟ

ب  ٠غزّش أْ ف١ّىٓ ، لاؽم ب اٌزى١فٟ إٌّبػٟ اٌغٙبص رٕؾ١و رُ إرا. ٚاعزّشاسٖ اٌف١شٚط اسرذاد فٟ أ٠ن 

 (. 4-2) أهٛي ٌّذح أػٍٝ ِغزٜٛ ػٕذ اٌف١شٚعٟ اٌؾًّ

 

  𝜎 ٌـ ِخزٍفخ ثم١ُ اٌّزٛلؼخ اٌف١شٚع١خ ( اٌذ٠ٕب١ِى١بد1-3ؽىً )
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 9 ا١ٌَٛ فٟ اٌزى١ف١خ إٌّبػ١خ الاعزغبثخ رٕؾ١و ثبفزشاك ٚاعزّشاسٖ اٌف١شٚط أزؼبػ ( إػبدح2-3ؽىً )

 ٠َٛ /0.03ٌزىْٛ  𝜎 اٌّؼٍّخ صزج١ش رُ. اٌزشر١ت ػٍٝ 25 ٚ 20 ٚ 15 ٚ

 :انحقُقُح   وصف انثُاَاخ1-،-3-3

ٟٚ٘  إٌّبػخ عضء ُِٙ ِٓ ٔظبَ و١ّخ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٚاٌزٟ ٟ٘اٌج١بٔبد اٌزٟ رُ اػزّبد٘ب رّضً 

  ٚخلا٠ب CD4+ لا٠ب وزٍخ اٌزّب٠ضٟٚ٘ خ ٌّؾبسثخ الأِشاك اٌغٙبص إٌّبػٟ ٌذْ ِقٕٛػخ ِٓ 

CD8+Tل١بعبد ٌى١ّخ اٌفب٠شٚطٚ شفٟ عغُ اٌؾخـ اٌّقبة ِمبعخ ثبٌّب٠ىشٚ ٌز Covid-19  ٟف

اٌؾغ١ٓ  ِؾفٝٚاٌزٟ رُ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ِٓ دائشح فؾخ وشثلاء /اٚ ِب ٠غّٝ ثبٌؾًّ اٌف١شٚعٟ  اٌشئخ

ٌغشك اٌّمبسٔخ ث١ٓ الاخزلافبد فٟ د٠ٕب١ِى١خ اٌفب٠شٚط  اٌزؼ١ٍّٟ ٌغشك رطج١ك هشائك اٌزمذ٠ش

 -ٚاٌج١بٔبد ِج١ٕخ فٟ اٌغذٚي الارٟ :( 3-91ٌغشك رطج١ك الأّٛرط ) ٌٍّشمٝ

ٚل١بعبد اٌؾًّ  (  CD8+Tوخلاٌا + CD4 لاٌا كتلة التماٌزخ ) (T)خلا٠ب  ل١بعبد (16-3رذول )

  Covid-19ثفب٠شٚطّقبث١ٓ ٌٍّشمٝ اٌ ((   اٌفب٠شٚعٟ 

Patient  T  VT Patient    VT 

1 8216 70 16 9842 89 

2 7832 60 17 8515 56 

3 8669 67 18 7991 49 

4 8864 82 19 8499 82 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%86%D8%A7%D8%B9%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%86%D8%A7%D8%B9%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%AC%D9%87%D8%A7%D8%B2_%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%86%D8%A7%D8%B9%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%AC%D9%87%D8%A7%D8%B2_%D8%A7%D9%84%D9%85%D9%86%D8%A7%D8%B9%D9%8A
https://www.who.int/bulletin/volumes/88/9/09-068981/ar/
https://www.who.int/bulletin/volumes/88/9/09-068981/ar/
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5 8946 85 20 8877 26 

6 9376 61 21 9213 56 

7 9110 54 22 8101 36 

8 8042 40 23 8444 34 

9 9867 21 24 9227 27 

10 8392 21 25 9116 35 

11 8199 76 26 8598 64 

12 8517 35 27 8394 56 

13 8147 49 28 7872 44 

14 9053 74 29 9620 27 

15 8528 20 30 9284 31 

 

  3-3-،-، تقذَش يؼهًاخ إًَىرد COVID-19  فٍ انثُاَاخ انحقُقُح : 

ثبعزؼّبي هش٠مخ اٌزمذ٠ش اٌزٟ ػشمذ فٟ اٌغبٔت إٌظشٞ ِٓ  (3-91رُ رمذ٠ش ِؼٍّبد الأّٛرط )

فٟ GP)اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ )( ٚهش٠مخ MLٚاٌزٟ رفٛلذ ػٍٝ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ) ذساعخ٘زٖ اٌ

ٌزفغ١ش د٠ٕب١ِى١خ اٌفب٠شٚط ثبٌغغُ ٚؽغت رؾ١ًٍ ( Bayesاٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٟٚ٘ هش٠مخ ث١ض)

( وبٔذ ٔزبئظ رمذ٠ش اٌّؼٍّبد لأّٔٛرط اٌّؼبدٌخ 16-3اٌغذٚي )اٌٛاسدح فٟ  اٌّشمٝ ٔزبئظ 

 وب٢رٟ: COVID-19اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ ٌٍّشمٝ اٌّقبث١ٓ ثفب٠شٚط 

 هش٠مخ ث١ضٚفك  ّؼٍّبد الأّٛرط اٌزفبمٍٟ اٌغضئِٟؼذي اٌم١ُ اٌزمذ٠ش٠خ ٌ (17-3رذول )

 ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ method Patient  

12.4519 1.5112 0.6577 2290 6.5466 Bayes 1 

13.5892 1.3333 0.7644 2878 7.4990 Bayes ، 
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12.5892 1.3333 0.7644 2878 8.4990 Bayes 3 

10.6555 2.4352 0.6686 3123 7.3448 Bayes 4 

11.5098 2.5666 0.6667 3129 8.4533 Bayes 5 

12.7654 2.8756 0.7688 3367 12.3433 Bayes 6 

10.5655 0.7833 0.8977 4033 12.6755 Bayes 7 

11.8985 0.8525 0.6678 3690 11.5690 Bayes 8 

11.7032 0.6722 0.4579 3487 11.7899 Bayes 9 

13.5665 0.8222 0.5433 3313 10.6787 Bayes 11 

13.5464 0.5466 0.6757 3567 12.9988 Bayes 11 

13.4309 0.5678 0.6788 3280 12.8988 Bayes 1، 

11.8765 0.4097 0.6543 3453 10.2311 Bayes 13 

12.5544 0.6690 0.8284 3788 11.7865 Bayes 14 

12.7866 0.5653 0.4991 3577 12.7565 Bayes 15 

12.8655 0.3361 0.9598 4475 12.4529 Bayes 16 

12.4563 0.6904 0.9875 4556 13.4353 Bayes 17 

12.5555 0.4353 0.5463 3125 12.5764 Bayes 18 

1.5744 0.0685 0.2242 2376 8.7422 Bayes 19 

12.6423 0.6882 0.7933 3321 12.8743 Bayes ،1 

12.1332 0.6999 0.8289 2399 12.4578 Bayes ،1 

10.3456 0.6893 0.4444 4803 12.4577 Bayes ،، 

12.1254 0.7786 0.8906 3495 12.7853 Bayes ،3 

12.2222 0.6686 0.3873 4363 12.4346 Bayes ،4 

12.6323 0.7655 0.9875 3489 12.3456 Bayes ،5 

8.5785 0.2527 0.3113 4908 14.5697 Bayes ،6 

8.8965 0.3434 0.4353 2453 12.3264 Bayes ،7 

13.5755 0.5678 0.5678 3457 12.5453 Bayes ،8 

5.7866 0.3345 0.2133 5699 14.4455 Bayes ،9 
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12.9866 0.9786 0.8859 3349 12.5666 Bayes 31 

 

 ( يا َأتٍ:17-3يٍ رذول )هحظ  َ

الاٌزٙبث١خ فٟ اٌشئخ ١ِٛ٠ب اْ ِؼذي رغ١ٕذ اٌخلا٠ب ا١ٌٍّفب٠ٚخ إٌٝ ِٛلغ الإفبثخ ثغجت الاعزغبثخ  .1

. ٚاْ ادٔٝ ِؼذي رغ١ٕذ  COVID-19( ٌٚغ١ّغ اٌّشمٝ اٌّقبث١ٓ ثفب٠شٚط 11.86712=   )

 (14.6575=   ( ٚاػٍٝ ِؼذي رغ١ٕذ ٘ٛ)6.5466=   اٌخلا٠ب ا١ٌٍّفب٠ٚخ ٘ٛ )

(  β  =3556ِؼذي ػذد اٌخلا٠ب ا١ٌٍّفب٠ٚخ ٚاٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ اٌّقبثخ ثبٌفب٠شٚط ٌٚغ١ّغ اٌّشمٝ ثٍغ  ) .2

( ٚاػٍٝ β  =2290. ٚاْ ادٔٝ ِؼذي ٌؼذد اٌخلا٠ب ا١ٌٍّفب٠ٚخ ٚاٌخلا٠ب اٌشئ٠ٛخ اٌّقبثخ ثبٌفب٠شٚط ٘ٛ )

 ( . β  =5699ِؼذي ٘ٛ)

̂ ِؼذي ِٛد اٌفب٠شٚط )ٚفبح اٌفب٠شٚط( ػٕذ ع١ّغ اٌّشمٝ ثٍغ ) .3 ( ٚاْ ادٔٝ ِؼذي         

̂ )ٌٛفبح اٌفب٠شٚط ٘ٛ  ̂ )ٚاػٍٝ ِؼذي ٘ٛ (               ) . 

̂ ِؼذي إٔزبط اٌفب٠شٚعبد فٟ وً خ١ٍخ ِقبثخ ٌغ١ّغ اٌّشمٝ ثٍغ ) .4 ( ٚاْ ادٔٝ ِؼذي         

̂ )ٌٛفبح اٌفب٠شٚط ٘ٛ  ̂ )ٚأػٍٝ ِؼذي ٘ٛ (               ) . 

̂ ِؼذي إمّؾلاي اٌفب٠شٚط ٌغ١ّغ اٌّشمٝ ثٍغ ) .5 ( ٚاْ ادٔٝ ِؼذي لامّؾلاي          

̂ )اٌفب٠شٚط اٌجبٌغ  ̂ )ٚأػٍٝ ِؼذي ٘ٛ (               ) . 
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 الاعتُتاراخ وانتىصُاخ

 نذيعُتى فٍ هزا انفصم تقذَى أهى الاعتُتاراخ وانتىصُاخ انتٍ تى انتىصم انُها 

انثاحج فًُا َخص انزاَة انتزشَثٍ وانزاَة انتطثُقٍ وتؼط انذساعاخ انًغتقثهُح 

 نلاعتفادج يُها .

 الاعتُتاراخ : 4-1

( Bayesرفٛق هش٠مخ ث١ض )  آٔفب  أظٙش اٌغبٔت اٌزغش٠جٟ ٚثبلاػزّبد ػٍٝ اٌّؼب١٠ش الاؽقبئ١خ اٌّزوٛسٖ  -1

 ػٍٝ وً ِٓ هش٠مخ الاِىبْ الاػظُ ٚهش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ فٟ اٌؼ١ٕبد اٌقغ١شٖ .

 

هش٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ ػٕذ ص٠بدح ٔغجخ اٌزؾ٠ٛؼ الاث١ل  فٟ اٌؼ١ٕبد اٌّزٛعطخ ٚاٌىج١شح فأْ ٍؾع ٔ -2

 رىْٛ ِزفٛلخ ػٍٝ هش٠مخ ث١ض ٚهش٠مخ الاِىبْ الاػظُ .

 

 ػذَ رأصش هش٠مخ ث١ض فٟ ع١ّغ رغبسة اٌّؾبوبح ػٕذ اخزلاف ِغزٜٛ اٌزؾ٠ٛؼ الاث١ل.  -3

 

ادد اٌٝ  خفٟ ِٛلغ الافبثخ ٌٍفب٠شٚط ِٓ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚ خمٟ فمذ اظٙش ٚعٛد ِمبِٚاِب اٌغبٔت اٌزطج١ -4

( ٚ٘زا ٚامؼ ِٓ ِؼذي رغ١ٕذ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ Covid -19اٌفب٠شٚط ٌٍّقبث١ٓ ة) عشػخ رلاؽٟ

 اٌّمذس.

 

امّؾلاي فب٠شٚط وٛسٚٔب اعزغبة ٌغشػبد اٌؼلاط داخً اٌّغزؾف١بد  ٚاٌزٞ ؽفض أزبط اٌخلا٠ب  -5

 .ب  وبْ ِؼذي امّؾلاي اٌفب٠شٚط ػب١ٌ فمذاٌٍّفب٠ٚخ 
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 انتىصُاخ : ،-4

 

-Covidٚصاسح اٌقؾخ ٌفُٙ اٌغٍٛن اٌؾم١مٟ ٌى١ّخ اٌخلا٠ب اٌٍّفب٠ٚخ ٌّشمٝ )اػزّبد اٌذساعخ ٌذٜ  -1

19). 

 

 ك الاؽقبئ١خ اٌّؼزّذح فٟ رمذ٠ش ِؼٍّبد اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ثّخزٍف أٛاػٙب .ائاعزؼّبي اٌطش  -2

 

 اعزؼّبي هش٠مخ ث١ض ٌٍج١بٔبد اٌقغ١شح اٌزٟ رزجغ عٍٛن اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ . -3

 

بٌٟ ٌٍج١بٔبد اٌّزٛعطخ ٠مخ اٌؼ١ٍّخ اٌىبٚع١خ  فٟ ؽبي ٚعٛد ث١بٔبد رّزٍه رؾ٠ٛؼ ػاعزؼّبي هش -4

 .ٚاٌىج١شح 

اعزؼّبي دٚاي خغبسح اخشٜ غ١ش داٌخ اٌخغبسح اٌزشث١ؼ١خ اٌّغزؼٍّخ فٟ هش٠مخ ث١ض فٟ ٘زٖ اٌشعبٌخ  -5

 ٌّؼشفخ عٍٛن رمذ٠ش ث١ض فٟ ظً ٚعٛد رٍه اٌذٚاي .

ش .ث١بٔبد  رخـ الأٙبس  اٚ اٌجزشٚي ٌّٛمٛع اٌذساعخ اعزؼّبي ث١بٔبد ؽم١م١خ اخشٜ ٌّشك اخ -6

 ٔفغخ. 

اٌزطشق اٌٝ أٛاع اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ وّٛمٛع ٌٍذساعخ وبٌّؼبدلاد اٌغضئ١خ اٌؾشاس٠خ اٚ  -7

 ِؼبدلاد اٌّٛعخ ...ٚاٌخ.
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 اولا: انًصادس انؼشتُح

 انقشاٌ انكشَى 

 (،"اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ "، عبِؼخ ػّش اٌّخزبس اٌج١نبء.2005،)فبسٌٛ ،اط  -1

 (، "ِمذِخ اٌٝ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ "،عبِؼخ ثغذاد.  1990ػطب اٌٍخ صبِش ،) ، اٌؼبٟٔ -2

(،"اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ" ، اٌغضء 2010عٕبء ػٍٟ صاسع،)ٚ اٌؼ٠ٛنٟ ؽغٓ ، ػجذ اٌٛ٘بة ػجبط ، -3

 . الاٚي ، داس اٌشؽذ

(" ٔظُ اٌّؼبدلاد 2010اثٛ صٌطخ محمد خ١ًٍ ،)ِٚقجبػ عّؼخ ػمً ، اٌمبمٟ ص٠بد ػجذ اٌىش٠ُ ،  -4

 اٌزفبم١ٍخ ٚاٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌغضئ١خ " ،ِىزجخ اٌّغزّغ اٌؼشثٟ ٌٍٕؾش ٚاٌزٛص٠غ .  

خ ( ،"اٌّؼاابدلاد اٌزفبماا١ٍخ اٌؼبد٠ااخ ؽٍااٛي ٚرطج١مبد"،عبِؼاا2010ثٛلفااخ،)  اعااّبػ١ً، ػااب٠ؼ إٌٙاابدٚح -5

 ،اٌغّٙٛس٠خ ا١ّٕ١ٌخ .اٌؼٍَٛ ٚاٌزىٌٕٛٛع١ب  

(،" رمذ٠ش اٌّؼٍّابد اٌضبثزاخ ٚاٌّزغ١اشح اٌاضِٓ فاٟ ّٔابرط اٌّؼابدلاد 2018اٌٛٔذٞ ،ٚفبء عؼفش ؽغ١ٓ ،) -6

اٌزفبما١ٍخ اٌلاخط١ااخ ِاغ رطج١ااك ػٍّااٟ "، اهشٚؽاخ دوزااٛساٖ فٍغافخ فااٟ الاؽقاابء ،عبِؼاخ ثغااذاد ،و١ٍااخ 

 الاداسح ٚالالزقبد.
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Abstract 

 
A 

 

Abstract 

The Study Seeks to estimate the parameter of the partial differential 

equation, as some of its types and classifications  were studied and its 

parameters were estimated  by three methods of estimation (the Maximum 

likelihood  Method, Gaussian process, the Standard Bayes Method) .For the 

purpose of comparing the methods of estimating the  parameters of the partial 

differential equation, the Monte Carlo  Simulation  method was employed  to 

conduct several experiments at nine different sizes (Small, Medium, large) 

and at levels of white noise(0.01,0.05,0.09) and through the four statistical 

criteria (Bais, Squara roots of average squared errors, Standard deviations, 

Coverage probabilities) .The Results showed the superiority of the standard  

Bayes method  in calculating  the estimations of the partial different  equation  

at  the small sample sizes according  to the different level of noise and  the  

superiority of the maximum likelihood method ,followed by the  gaussian 

process for medium and large samples at the white noise level (0.01) , while 

at the white white noise level (0.05 & 0.09) the gaussian process method was 

superior to medium and large sample sizes . The best method in the 

simulation results , which is the standard Bayes method ,was applied to real 

data with a view (30) representing the amount of lymphocytes and their 

relationship to the (Covid -19 virus) . The advantage of the Bayes method  has 

been proven ,as the  standard Bayes method matched in representing  the data 

accurately  and correctly . we found  that the rate  of recrumitment of 

lymphocytes to the site of injury due to the  inflammatory response in the 

lung  per day is(11.86712) for all patients with (Covid -19) and that the 

average number of lymphocytes and infected lung cells the virus has reached 

(3556) and for all patients.
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